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Resumen

El objetivo principal de ésta tesis es determinar la descomposición espectral del Lapla-

ciano

(Lϕ)(n) =

{
ϕ(n−1)+ϕ(n+1), n>0

(1−a)ϕ(1)+bϕ(0), n=0
,

actuando en el espacio de Hilbert ℓ2
(
Z+

)
, con condición de borde homogénea, biparamé-

trica en n = 0. Se utilizarán herramientas de teoría de polinomios ortogonales, y cálculo de

residuos. Todos los resultados se extenderán al caso multivariado mediante funciones gene-

ralizadas de Schur.
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Introducción

Para a, b ∈R con 1−a > 0, la matriz tri-diagonal semi-infinita

J :=





b 1−a 0 0 · · ·

1 0 1 0 · · ·

0 1 0 1
...

. . .
. . .

. . .





. (0.1)

representa un análogo discreto al Laplaciano con condiciones de Robin [BFK17], en la rec-

ta real positiva. Se puede deducir de la literatura que los vectores propios para esta ma-

triz tri-diagonal se construyen fácilmente en términos de polinomios de Bernstein-Szegö

[DS06, GI17]. Tradicionalmente, los polinomios de Bernstein-Szegö desempeñan un rol im-

portante tanto en el estudio de las asíntotas de alto grado para polinomios ortogonales[S75],

como para la construcción de reglas de cuadratura para la integración numérica de funcio-

nes trigonométricas con polos dados [BCDG09, GN89]. Además, recientemente ha sido ob-

servado que las raíces de los polinomios de Bernstein-Szegö diagonalizan la matriz (0.1),

describiendo el espectro de una cadena de espín cuántica finita X X en presencia de campos

magnéticos verticales que actúan en sitios límite [DSV24].

El objetivo principal de esta tesis es determinar la descomposición espectral de la matriz J

(0.1) en el espacio de Hilbert ℓ2
(
Z+

)
. Se demostrará que para valores pequeños de a y b,

correspondiente al llamado ‘régimen repulsivo’, el espectro discreto de J es absolutamente

continuo y llena la banda [−2,2], mientras que para mayores valores de los parámetros a y

b, el llamado ‘régimen atractivo’, surge un espectro discreto que consta de uno o dos valores

propios adicionales en R \ [−2,2] . En el régimen de parámetros repulsivo, a partir de las re-

laciones de ortogonalidad bien conocidas para los polinomios de Bernstein-Szegö, podemos

determinar la descomposición espectral; mientras que en el régimen de parámetros atractivo

las relaciones de ortogonalidad deben extenderse al caso de valores de parámetros grandes

mediante un cálculo de residuos que produce masas discretas adicionales en la medida de

ortogonalidad pertinente.

Un segundo objetivo de la tesis es extender los resultados anteriores a un entorno multiva-

riado por medio de los polinomios de Schur generalizados de Macdonald asociados con los

polinomios de Bernstein-Szegö[DE18, M92, SV14]. Esto nos proporciona la descomposición

espectral de una generalización multivariada del laplaciano discreto codificado por J (0.1),

que actúa en un espacio de Hilbert de funciones soportadas en las particiones de longitud
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4 CHAPTER 0. INTRODUCCIÓN

menor que N , donde N es la cantidad de variables.

La tesis se divide en cuatro capítulos, los tres primeros se dedican a resolver el problema para

una variable y el cuarto a extender los resultados a N variables. En el capítulo 1 se presenta el

Laplaciano discreto y se encuentran vectores propios de este laplaciano, presentados como

combinación lineal de polinomios de Chebyshev tipo 2. En el capítulo 2 se muestra como

esta familia de polinomios son base de un espacio de Hilbert para cada régimen de paráme-

tros del Laplaciano. En el capítulo 3 se diagonaliza el Laplaciano y se encuentra su espectro.

El capítulo 4 consta de varias secciones en las cuales se generalizan los resultados de los ca-

pítulos anteriores para finalmente encontrar el espectro de la generalización del Laplaciano

a N variables.



Capítulo 1

Laplaciano discreto en Z+ con condiciones de borde

homogéneas.

1. Laplaciano discreto

Las siguientes relaciones de recurrencia se definen para n ∈Z+ :=
{

n ∈Z
∣∣n ≥ 0

}
,

ψ(n +1)+ψ(n −1) = Eψ(n) , (1.1)

donde la aplicación ψ : Z+ −→ C y E una constante con respecto a n. Además, como condi-

ción de borde, para n = 0 establezcamos que

ψ(−1) :=−aψ(1)+bψ(0) . (1.2)

donde consideramos los parámetros a ∈ [−∞,1] y b ∈R. Las relaciones (1.1) y (1.2) se pueden

codificar mediante la acción sobre el espacio de Hilbert ℓ2
(
Z+

)
, de la matriz tri-diagonal

L :=





b 1−a 0 0 · · ·

1 0 1 0 · · ·

0 1 0 1
...

. . .
. . .

. . .





. (1.3)

La matriz semi-infinita L, actuando sobre ℓ2
(
Z+

)
, describe el siguiente Laplaciano,

(Lϕ)(n) =

{
ϕ(n−1)+ϕ(n+1), n>0

(1−a)ϕ(1)+bϕ(0), n=0
. (1.4)

También se puede definir de forma equivalente mediante una función delta de Kronecker,

δn ,

(Lϕ)(n) = (1−δn)ϕ(n −1)+bδnϕ(n)+ (1−aδn)ϕ(n +1). (1.5)

Utilizando tanto (1.4) como (1.5), ψ sería solución de la ecuación

(Lϕ)(n) = Eϕ(n). (1.6)

Para encontrar los valores y funciones propias nos auxiliaremos de elementos básicos

de teoría espectral y de polinomios ortogonales. Estas herramientas nos permitirán hallar el

espectro de L y sus funciones propias de forma explícita.
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6 CHAPTER 1. LAPLACIANO DISCRETO EN Z+ CON CONDICIONES DE BORDE HOMOGÉNEAS.

2. Solución del problema de valor propio en términos de los polinomios de Chebyshev.

Veamos que existen soluciones de (1.6) mediante la combinación lineal de polinomios

de Chebyshev tipo 2.

Proposición 1.1. Sean ζ ∈C y E = 2cos(ζ) entonces

ψ(n) =ψζ(n) =Un

(
cos(ζ)

)
−bUn−1

(
cos(ζ)

)
+aUn−2

(
cos(ζ)

)
(1.7)

es solución de (1.6), donde Un

(
cos(ζ)

)
=

sin((n+1)ζ)
sin(ζ) es el polinomio de Chebyshev tipo 2 de

grado n.

DEMOSTRACIÓN. Comprobemos que ψ satisface la condición de recurrencia (1.6) para

n ≥ 1. Comencemos sustituyendo ψ la ecuación (1.6), y para simplificar escribamos

Un(cos(ζ)) =Un , de donde:

ψ(n +1)+ψ(n −1) =
(
Un+1 −bUn +aUn−1

)
+

(
Un−1 −bUn−2 +aUn−3

)
, (1.8)

Utilicemos la propiedad básica de los polinomios de Chebyshev, Un+1(x)+Un−1(x) = 2xUn(x).

Tomando como x = cos(ζ) y obtenemos que:

Un+1 +Un−1 = 2cos(ζ)Un = EUn ,

Un−1 +Un−3 = 2cos(ζ)Un−2 = EUn−2 y

Un +Un−2 = 2cos(ζ)Un−1 = EUn−1.

Sustituyendo en el miembro derecho de la expresión (1.8), esta se escribe como

ψ(n +1)+ψ(n −1) = E
(
Un −bUn−1 +aUn−2

)
= Eψ(n) .

Para el caso n = 0, basta sustituir ψ en la ecuación (1.6), y comprobar la ecuación resul-

tante:

bψ(0)+ (1−a)ψ(1) = Eψ(0). (1.9)

Notemos que U−1
(
cos(ζ)

)
=

sin(0)
sin(ζ) = 0, de donde:

ψ(0) =U0 +aUn−2,

ψ(1) =U1 −bU0.

Sustituyendo en el miembro izquierdo de la ecuación (1.9), luego agrupando términos y sim-

plificando se tiene:

bψ(0)+ (1−a)ψ(1) = b
(
U0 +aUn−2

)
+ (1−a)

(
U1 −bU0

)
= ab

(
U−2 +U0

)
+ (1−a)U1.

Además, se tiene que:

U0 =
sin

(
ζ
)

sin
(
ζ
) = 1,

U−2 =
sin

(
−ζ

)

sin
(
ζ
) =−1,

U1 =
sin

(
2ζ

)

sin
(
ζ
) = E ,
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de esta forma:

bψ(0)+ (1−a)ψ(1) = (1−a)E = Eψ(0) .

Por lo tanto, ψ satisface la ecuación (1.6), para n ∈Z+. □

Tenemos entonces que ψζ es formalmente una función propia, para cada ζ fijo, del La-

placiano L. Hasta el momento no hemos fijado un intervalo para ζ, pero tiene sentido pen-

sarlo como subconjunto de [0,π], porque la función coseno es par y periódica. El siguiente

paso sería intentar describir el espectro del Laplaciano utilizando el resultado (1.1).



Capítulo 2

Relaciones de Ortogonalidad.

En este capítulo se estudia la ortogonalidad de las soluciones ψζ, de la ecuación (1.6) del

capítulo 1, como funciones de ζ. Se expresa
{
ψn(ζ)

}
n∈Z+

como una familia biparamétrica de

polinomios de Berntein-Szegö, y se analiza su ortogonalidad para valores pequeños de los

parámetros mediante una descomposición en residuos. Según el régimen de los parámetros

asociados a la familia biparmétrica se puede encontrar una modificación del producto in-

terno para lograr ortogonalidad en todo el régimen de parámetros que corresponde a a < 1.

1. Relación de Ortogonalidad para p, q ∈ (−1,1).

Vamos a definir con más especificidad los espacios sobre los que probaremos algunas

propiedades útiles de ahora en adelante. Consideremos ℓ2
(
Z+;∆

)
, con el siguiente producto

interior,

〈
ϕ,φ

〉
∆

:=
∞∑

n=0
ϕ(n)φ(n)∆n , ϕ, φ ∈ ℓ2 (

Z+;∆
)

, (2.1)

donde la medida en un punto se define como

∆n :=

{
1

1−a n=0

1 n≥1
. (2.2)

Proposición 2.1. El laplaciano L es simétrico respecto al producto interior en ℓ2
(
Z+;∆

)
. Es

decir:

〈
Lϕ,φ

〉
∆
=

〈
ϕ,Lφ

〉
∆

.

DEMOSTRACIÓN. Para realizar la prueba, debemos comprobar la siguiente cadena de

igualdades:

〈
Lϕ,φ

〉
∆
=

∞∑

n=0
(ϕ(n −1)+ϕ(n +1))φ(n)∆n

∗
=

∞∑

n=0
ϕ(n)φ(n −1)+φ(n +1)∆n =

〈
ϕ,Lφ

〉
∆

. (2.3)

La primera y tercera están dadas por la definición del producto interno. Para probar ∗, sen-

cillamente veremos que cada término del miembro derecho es la combinación de elementos

del miembro izquierdo, y viceversa. Estudiemos por separado los términos n = 0 y n = 1.

〈
Lϕ,φ

〉
∆
= (1−a)ϕ(1)φ(0)∆0 +bϕ(0)φ(0)∆0 +ϕ(2)φ(1)∆1 +ϕ(0)φ(1)∆1

+

∞∑

n=2
(ϕ(n +1)+ϕ(n −1))φ(n)∆n

8



1. RELACIÓN DE ORTOGONALIDAD PARA p, q ∈ (−1,1). 9

=ϕ(0)φ(1)+b(1−a)−1ϕ(0)φ(0)+ϕ(1)φ(0)+ϕ(2)φ(1)+
∞∑

n=2
(ϕ(n +1)+ϕ(n −1))φ(n)∆n

= (1−a)ϕ(0)φ(1)∆0 +bϕ(0)φ(0)∆0 +ϕ(1)φ(0)+ϕ(2)φ(1)+
∞∑

n=2
(ϕ(n +1)+ϕ(n −1))φ(n)∆n

=ϕ(0)(Lφ)(0)∆0 +ϕ(1)φ(0)+ϕ(2)φ(1)+
∞∑

n=2
(ϕ(n +1)+ϕ(n −1))φ(n)∆n .

Notemos que en el cálculo anterior obtuvimos el primer término, ϕ(0)(Lφ)(0)∆0, del miem-

bro derecho de la igualdad ∗, el correspondiente a n = 0. Los dos términos restantes que no

están integrados en la suma tributarán a recuperar las expresiones para n = 1 y n = 2, respec-

tivamente. Asumiendo que podemos hacer este razonamiento hasta n = k −2, tendríamos:

k−2∑

n=0
ϕ(n)(Lφ)(n)∆n +ϕ(k −1)φ(k −2)∆k−2 +ϕ(k)φ(k −1)∆k−1 +

∞∑

n=k

(Lϕ)(n)φ(n)∆n . (2.4)

Notemos que los dos términos que no están incluidos en las sumatorias son obtenidos como

resultado de descomponer a (Lϕ)(k−2)φ(k −2) y (Lϕ)(k−1)φ(k −1), respectivamente. Ahora

extraigamos de la sumatoria de la derecha los términos n = k y n = k +1,

k−2∑

n=0
ϕ(n)(Lφ)(n)∆n+ϕ(k−1)φ(k −2)∆k−2+ϕ(k)φ(k −1)∆k−1+ϕ(k−1)φ(k)∆k +ϕ(k+1)φ(k)∆k

+ϕ(k)φ(k +1)∆k+1 +ϕ(k +2)φ(k +1)∆k+1 +

∞∑

n=k

(Lϕ)(n)φ(n)∆n .

En este caso, teniendo en cuenta que ∆i = ∆ j si i , j ̸= 0, el primer y el tercer término fuera

de las sumatorias se pueden agrupar, dando lugar a ϕ(k − 1)(Lφ)(k −1)∆k−1. De la misma

forma se agrupan el segundo y quinto término dando lugar a ϕ(k)(Lφ)(k)∆k . De donde (2.4),

se convierte en:

k∑

n=0
ϕ(n)(Lφ)(n)∆n +ϕ(k +1)φ(k)∆k +ϕ(k +2)φ(k +1)∆k+1 +

∞∑

n=k+2
(Lϕ(n))φ(n)∆n .

Notemos entonces que para todo k ̸= 0 el primer sumando de (Lϕ)(k)φ(k)∆n tributa a

ϕ(k −1)(Lφ)(k −1)∆k−1, y el segundo sumando a ϕ(k +1)(Lφ)(k +1)∆k+1. Por lo tanto,

〈
Lϕ,φ

〉
∆
=

∞∑

n=0
(Lϕ)(n)φ(n)∆n =

∞∑

n=0
ϕ(n)(Lφ)(n)∆n =

〈
ϕ,Lφ

〉
∆

.

□

A continuación se muestra que
{
ψn(ζ)

}
n∈Z+

, puede expresarse como polinomios de Bernstein-

Szegö. Aquí definiremos los parámetros p y q , que son fundamentales en el entendimiento

del problema.

Proposición 2.2. Las funciones ψζ(n) se pueden escribir como polinomios de Bernstein-Szegö,

ψζ(n) = Pn(ζ) = c(ζ)e i nζ
+ c(−ζ)e−i nζ , (2.5)

donde las constantes c(ζ) están definidas como

c(ζ) :=

(
1−pe−iζ

)(
1−qe−iζ

)

1−e−2iζ
, (2.6)



10 CHAPTER 2. RELACIONES DE ORTOGONALIDAD.

con las relaciones a = pq, b = p +q entre los parámetros.

DEMOSTRACIÓN. Recordemos que ψζ(n) =Un

(
cos(ζ)

)
−bUn−1

(
cos(ζ)

)
+ aUn−2

(
cos(ζ)

)
,

donde Un es el n−ésimo polinomio de Chebyshev. Nótese que:

Un

(
cos(ζ)

)
=

sin((n +1)ζ)

sin
(
ζ
) =

e iζ(n+1) −e−iζ(n+1)

e iζ−e−iζ
,

de donde sustituyendo y agrupando términos se tiene que

ψζ(n) =
e iζ(n+1) −be iζn +ae iζ(n−1)

e iζ−e−iζ
+

e−iζ(n+1) −be−iζn +ae−iζ(n−1)

e−iζ−e iζ
.

Ahora, sacando un factor e iζn y e−iζn en cada fracción, respectivamente; luego multiplicando

por e−iζ

e−iζ y eiζ

eiζ , respectivamente, obtenemos la expresión:

ψζ(n) =
1−be−iζ+ae−2iζ

1−e−2iζ
e iζn

+
1−be iζ+ae2iζ

1−e2iζ
e−iζn .

Luego, se pueden factorizar los numeradores teniendo en cuanta las relaciones a = pq y

b = p+q (las relaciones de ortogonalidad se pueden comprobar en la siguiente proposición).

□

La notación ψζ(n) se seguirá utilizando para hablar de esta función propia como de-

pendiente de n, y con ζ fijo. En cambio, se utilizará la notación Pn(ζ) para referirnos a ellas

como funciones de ζ con un n fijo. En el caso en que se escriba alguna de las anteriores sin

subíndice, se está haciendo referencia a que aún no están fijo n o ζ. Esta aclaración es útil

para entender las demostraciones de capítulo 3.

Veamos ahora la ortogonalidad de
{
Pn

}
n∈Z+

como funciones de ζ. Sea

∆̂(ζ) :=
1

2πc(ζ)c(−ζ)
(2.7)

se tiene la siguiente proposición.

Proposición 2.3. La familia
{
Pn

}
n∈Z+

es ortogonal en L2
(
[0,π]; ∆̂

)
, bajo el producto interno

〈
f , g

〉
∆̂0

:=
∫π

0
f (ζ)g (ζ)∆̂(ζ)dζ . (2.8)

Sean p, q ∈ (−1,1), entonces se cumple la siguiente relación de ortogonalidad:

〈
Pn ,Pm

〉
∆̂0

=

{
1
∆n

n=m

0 n ̸=m
.

DEMOSTRACIÓN. La expresión a probar tiene un argumento par, además, tiene período

π, entonces por comodidad trabajamos con la integral en [0,2π],

∫π

0
Pn(ζ)Pm(ζ)∆̂(ζ)dζ=

1

2

∫2π

0
Pn(ζ)Pm(ζ)∆̂(ζ)dζ.
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Abordamos el cálculo de esta integral haciendo un cambio a variable compleja y utilizando

el Teorema de los residuos de Cauchy. Antes simplifiquemos un poco la integral a calcular

1

2

∫2π

0
Pn(ζ)Pm(ζ)∆̂(ζ)dζ=

1

4π

∫2π

0

c(ζ)

c(−ζ)
e iζ(n+m)

+e iζ(n−m)
+e iζ(m−n)

+
c(−ζ)

c(ζ)
e−iζ(n+m)dζ.

Ahora trabajaremos por separado los tres términos de la última expresión como integrales

independientes:

I1 =
1

4π

∫2π

0
e iζ(n−m)

+e iζ(m−n)dζ,

I2 =
1

4π

∫2π

0

c(ζ)

c(−ζ)
e iζ(n+m)dζ y

I3 =
1

4π

∫2π

0

c(−ζ)

c(ζ)
e−iζ(n+m)dζ.

Se debe agregar que I1, I2 e I3 se utilizarán como expresiones numéricas, como el resultado

de calcular estas integrales planteadas aquí. En lo adelante cambiarán los valores que pue-

den tomar p y q y eso transformará el resultado de estas integrales. Sin embargo, se deben

entender a I1, I2 e I3 como los resultados que obtengamos en esta demostración. Hecha la

aclaración, se puede calcular fácilmente I1 y se obtiene

I1 =

{
0, si n ̸=m

1 si n=m
.

Para el cálculo de I2, utilizando la definición dada en (2.6), se pueden comprobar las

igualdades

c(ζ)

c(−ζ)
=−

e2iζ− (p +q)e iζ+pq

1− (p +q)e iζ+pqe2i z
=−

e2iζ−be iζ+a

1−be iζ+ae2iζ
. (2.9)

Con el objetivo de transformar I2 en una integral sobre el círculo unitario y descomponerla

mediante sus residuos en los puntos singulares, efectuamos el cambio de variable e2iζ = z.

Veamos que

1

4π

∫2π

0

c(ζ)

c(−ζ)
e iζ(n+m)dζ=

−1

4π

∫2π

0

e2iζ−be iζ+a

1−be iζ+ae2i z
e iζ(n+m)dζ

=
i

4π

∫

|z|=1

z2 −bz +a

1−bz +az2
zn+m−1d z.

El argumento de la última integral lo denotaremos por comodidad como

f +
n,m(z) =

z2 −bz +a

1−bz +az2
zn+m−1

=

(
z −p

)(
z −q

)
(
z − 1

p

)(
z − 1

q

)
pq

zn+m−1.

Para n +m ≥ 1, f +
n,m(z) es holomorfa en |z| ≤ 1 ya que las posibles singularidades estarían

en las raíces del denominador de la fracción. Estas serían q−1, p−1, pero p, q ∈ (−1,1), de

donde, f +
n,m(z) no tiene singularidades en el círculo unitario. Por tanto, para n+m ≥ 1, I2 = 0.

En el caso de que n = m = 0 existe una singularidad en z = 0, es el único caso que queda

porque estamos en el contexto de los enteros no negativos. Vale decir que esta singularidad

no debería afectar el valor final del producto interno, pues no está relacionada con la medida,

ni con los polinomios Pn , es más bien consecuencia del cambio de variable que utilizamos.
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En este caso podemos aplicar el Teorema de los residuos de Cauchy y encontramos un valor

concreto para este residuo,

I2 =
i

4π

(
2πi Res0

(
f +

0,0(z)
))

=−
a

2
.

Con este último análisis tenemos que

I2 =

{
0, si n,m ̸=0

−
a
2 si n=m=0

.

Vale la pena aclarar que los residuos en q−1 y p−1 serán relevantes en lo adelante, a pesar de

que no afecten el valor del producto interno para este régimen de los parámetros p y q . Por

esa razón se deben calcular y obetener como resultado:

Resq−1

(
f +

n,m(z)
)
=

(
1
q −p

)(
1
q −q

)

(
1
q −

1
p

)
pq

q−(n+m−1) y

Resp−1

(
f +

n,m(z)
)
=

(
1
p −q

)(
1
p −p

)

(
1
p −

1
q

)
pq

p−(n+m−1).

El resto de la demostración se concentra en encontrar el resultado explícito de I3. Efec-

tuamos el mismo cambio de variable, y en este caso existen tres singularidades dentro de la

bola de radio 1:

1

4π

∫2π

0

c(−ζ)

c(ζ)
e−iζ(n+m)dζ=

−1

4π

∫2π

0

1−be iζ+ae2i z

e2iζ−be iζ+a
e−iζ(n+m)dζ

=
i

4π

∫

|z|=1

1−bz +az2

z2 −bz +a
z−(n+m+1)d z.

Similar a como hicimos para trabajar con I2, usaremos la notación

f −
n,m(z) =

1−bz +az2

z2 −bz +a
z−(n+m+1)

=

(
z − 1

p

)(
z − 1

q

)
pq

(
z −p

)(
z −q

) z−(n+m+1).

Notemos que en este caso para cualesquiera valores de m, n existe una singularidad en el

origen para f −
m,n(z). Además, existen otras dos singularidades, p y q . Podemos descomponer

I3 en la suma de sus residuos, sobre las tres singularidades ya mencionadas,

I3 =
i

4π

(
2πi

(
Res0

(
f −

n,m(z)
)
+Resp

(
f −

n,m(z)
)
+Resq

(
f −

n,m(z)
)))

(2.10)

Los residuos en p y en q , son polos de orden uno y se obtienen con poca dificultad:

Resp

(
f −

n,m(z)
)
=

(
p− 1

p

)(
p− 1

q

)
pq

p−q
p−(n+m+1).

Resq

(
f −

n,m(z)
)
=

(
q− 1

p

)(
q− 1

q

)
pq

q−p
q−(n+m+1).

Para el caso n = m = 0 encontrar el valor del polo en el origen es un sencillo cálculo de límite,

que tiene como resultado 1
a

. Notemos que hasta este punto conocemos el valor de todas las

integrales para n = m = 0 y podemos calcular el valor total. Veamos que,

I1+ I2+ I3 = 1−
pq

2
−

1

2

(
p −

1
p

)(
p −

1
q

)
pq

p −q
p−1

−
1

2

(
q −

1
p

)(
q −

1
q

)
pq

q −p
q−1

−
1

2pq
= 1−pq =

1

∆0
.
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De aquí, además, se puede notar que

Res0

(
f −

0,0(z)
)
=−

(
Res0

(
f +

0,0(z)
)
+Resp

(
f −

0,0(z)
)
+Resq

(
f −

0,0(z)
)
+a

)
. (2.11)

Si consideramos n +m ≥ 1, encontrar el valor no es tan sencillo y lo haremos con más

detalle. Notemos primeramente que f −
m,n(z) tiene un polo de orden n +m +1, a consecuen-

cia de esto el residuo incluye el cálculo de derivadas de orden superior de un cociente, y

puede tornase complicado. Por esta razón se calcula mediante desarrollos en series alrede-

dor del origen. Así que, a partir de ahora consideraremos |z| ≤ mı́n(|p|, |q|), lo cual no es

un problema pues estamos considerando un residuo en el origen. Efectuemos las siguientes

manipulaciones:

1

(z −p)(z −q)
=

1

(p −q)(z −p)
+

1

(q −p)(z −q)
=−

1

(p −q)p

1

1− z
p

−
1

(q −p)q

1

1− z
q

.

Entonces claramente se puede desarrollar en serie el factor 1
1− z

p
como una serie geométrica.

Utilizaremos algunas notaciones para aliviar los cálculos:

−
1

(p −q)p

1

1− z
p

=−
1

(p −q)p

∞∑

i=0

(
z

p

)i

= Sp .

Luego, tomando Sq de la forma correspondiente, podemos escribir el residuo de la siguiente

forma:

Res0

(
f −

n,m(z)
)
=

1

(n +m)!
ĺım
z→0

d n+m

d zn+m

(
pqz2

− (p +q)z +1
)(

Sp +Sq

)
. (2.12)

Ahora, teniendo en cuenta de que tanto la derivación como el límite se pueden distribuir

sobre series si estas son convergentes, entonces para encontrar el residuo, basta con trabajar

sobre la siguiente expresión, y su equivalente para q .

ĺım
z→0

d n+m

d zn+m

(
pqz2Sp − (p +q)zSp +Sp

)
. (2.13)

Derivando cada término de la expresión anterior obtenemos:

d n+m

d zn+m Sp =−
1

p−q

∑∞
i=n+m

(i )!
(i−(l+k))! zi−(n+m)p−i−1,

d n+m

d zn+m − (p +q)zSp =
p+q
p−q

∑∞
i=n+m−1

(i )!
(i+1−(l+k))! zi−(n+m)+1p−i−1 y

d n+m

d zn+m pqz2Sp =−
q

p−q

∑∞
i=n+m−2

(i+2)!
(i+2−(l+k))! zi−(n+m)+2p−i .

Ahora, aplicar el límite hacia z = 0 convierte a (2.13) en una expresión sin sumas infinitas,

−q

p −q
(n +m)!p−(n+m)+2

+
p +q

p −q
(n +m)!p−(n+m)

−
1

p −q
(n +m)!p−(n+m)−1.

Este proceso se puede repetir casi idénticamente para la expresión equivalente a (2.13) de-

pendiente de Sq . Luego, multiplicando por 1
(n+m)! y acomodando los términos, (2.12) revela

la estructura que necesitamos, para n +m ≥ 1

Res0

(
f −

n,m(z)
)
=−

(
Resp

(
f −

n,m(z)
)
+Resq

(
f −

n,m(z)
))

. (2.14)



14 CHAPTER 2. RELACIONES DE ORTOGONALIDAD.

Por tanto, para n +m ≥ 1 la suma de los tres residuos es cero. Ya tenemos calculado el valor

de I3

I3 =

{
0, si n,m ̸=0

−
a
2 si n=m=0

.

Y con esto queda demostrada la proposición,

〈Pn ,Pm〉
∆̂0

= I1 + I2 + I3 =

{
1
∆n

n=m

0 n ̸=m
.

□

En la demostración anterior se comprobó directamente mediante cálculos la ortogona-

lidad de los polinomios Pn , en el régimen de parámetros p, q ∈ (−1,1). Además, esta demos-

tración nos deja algunos detalles que son esenciales en la proxima sección.

1.1. Análisis de la descomposición en residuos.

1. Los polos que se estudian en la demostración de la Proposición 2.3 están dados co-

mo valores de z, si regresamos el cambio de variable utilizado quedarían de la si-

guiente forma:

ϵp =−ϵp−1 =−i ln(p) y

ϵq =−ϵq−1 =−i ln(q).

Los residuos en estos puntos serán fundamentales en el resto de la tesis y se debe

notar que los aporta la medida, ya que los polinomios están bien definidos en ellos.

Por esta razón es conveniente también calcular los residuos de la medida en estos

puntos. Al calcularlos se obtiene:

Resp

(
∆̂

)
= Resp−1

(
∆̂

)
=

p2−1

2π(p−q)
(
p− 1

q

)
pq

y

Resq

(
∆̂

)
= Resq−1

(
∆̂

)
=

q2−1

2π(q−p)
(
q− 1

p

)
pq

.

Vale la pena aclarar que en estricto rigor el residuo hallado no es sobre la medida

∆̂, sino sobre el resultado de efectuar en ∆̂ el cambio de variable z = e iζ. Entonces

estamos haciendo el cálculo sobre ∆̂∗, donde

∆̂∗ :=
−i

2π

(
1− z2

)2

z
(
z −p

)(
z −q

)(
z − 1

q

)(
z − 1

p

)
pq

. (2.15)

2. Para todos los valores n,m ∈Z+,
〈

Pn ,Pm

〉
∆̂

está totalmente determinado por los va-

lores de sus residuos en z = p, z = p−1, z = q, z = q−1, z = 0, dependiendo de si se

encuentran estos valores en el círculo unitario, o no. Si definimos,

S
∆̂

:=
{

s
∣∣ si s es un polo de ∆̂

}

y xs , como

xs :=

{
0, si |ei s | ≥ 1

1, si |ei s | < 1
,
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entonces, independientemente del régimen de parámetros, se tiene que para n+m ≥

1,

〈
Pn ,Pm

〉
∆̂0

= I1 −
1

2



Res0

(
f −

n,m(z)
)
+

∑

s∈S
∆̂

xs Ress

(
f +

n,m(z)+ f −
n,m(z)

)


 (2.16)

Esto es sencillamente el resultado de aplicar el Teorema de los residuos de Cauchy,

como en la demostración anterior, pero independientemente del régimen de pará-

metros. En el caso n = m = 0

〈P0,P0〉∆̂0
= I1 −

1

2



Res0

(
f +

0,0(z)
)
+Res0

(
f −

0,0(z)
)
+

∑

s∈S
∆̂

xs Ress

(
f +

0,0(z)+ f −
0,0(z)

)


 . (2.17)

3. Denotemos, para utilzar en la siguiente sección, las constantes I1, I2 y I3 que se

utilizan en la demostración anterior. Sea n,m ∈Z+.

I1 =

{
0, si n ̸=m

1 si n=m
,

I2 =

{
0, si n,m ̸=0

−
a
2 si n=m=0

,

I3 =

{
0, si n,m ̸=0

−
a
2 si n=m=0

.

Hasta el momento tenemos la relación de ortogonalidad con el régimen de parámetros p, q ∈

(−1,1). La siguiente sección se dedicará a encontrar relaciones similares para pq < 1.

2. Generalización a pq < 1.

En esta sección se generaliza el resultado de la Proposición 2.3. Lo que nos permitirá

usar a estos polinomios como base ortogonal de distintos espacios de Hilbert.

Sea pq < 1, podemos asumir sin perder generalidad que p ≥ q y dividir en varios casos

para simplificar el análisis. Podemos considerar la región p, q ∈ (−1,1) como el Caso 0, que

ya fue analizado en la sección 1 de este capítulo. Veamos los siguientes casos:

Caso 1, p > 1, q ∈ (−1,1)

C

|z| = 1

q 1

p

C

|z| = 1

1

p

q
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En el Caso 1, en la figura de la izquierda se tiene la relación 1
q
< q < 0 <

1
p
< p y en la

figura de la derecha 0 < q <
1
p
< p <

1
q

.

Caso 2, q <−1, p ∈ (−1,1)

C

|z| = 1

1

q

p

C

|z| = 1

1

q

p

En el Caso 2, en la figura de la izquierda se tiene la relación q <
1
q
< 0 < p <

1
p

y en la

figura de la derecha 1
p
< q <

1
q
< p < 0.

Caso 3, p > 1, q <−1

C

|z| = 1

1

q

1

p

En el Caso 3 solo hay una variante que es q <
1
q
< 0 <

1
p
< p. Así quedan cubiertas todas

las posibilidades para pq < 1. Nótese que la división por casos depende exclusivamente de

qué singularidades están en el círculo unidad. A partir de ahora mostraremos que se pueden

definir espacios para cada región de parámetros analizada anteriormente, en los cuales la

familia
{
Pn

}
n∈Z+

forma una base ortogonal. Esto será necesario para poder describir el es-

pectro del laplaciano L. En cada caso será necesario modificar el espacio considerando las

singularidades de la medida.

Definición 2.4. Para el Caso 1, consideraremos el espacio L2
(
[0,π]∪ {ϵp };∆̂1

)
; para el Caso 2,

el espacio L2
(
[0,π]∪ {ϵq };∆̂2

)
; y para el Caso 3, el espacio L2

(
[0,π]∪ {ϵp }∪ {ϵq };∆̂3

)
. Con los
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respectivos productos internos:

〈
f (ζ), g (ζ)

〉
∆̂1

:=
∫π

0
f (ζ)g (ζ)∆̂(ζ)dζ+αp f (ϵp )g (ϵp ), (2.18)

〈
f (ζ), g (ζ)

〉
∆̂2

:=
∫π

0
f (ζ)g (ζ)∆̂(ζ)dζ+αq f (ϵq )g (ϵq ), (2.19)

〈
f (ζ), g (ζ)

〉
∆̂3

:=
∫π

0
f (ζ)g (ζ)∆̂(ζ)dζ+αp f (ϵp )g (ϵp )+αq f (ϵq )g (ϵq ). (2.20)

El índice de ∆̂i , con i = 1,2,3, indica el caso correspondiente. Las constantes αp y αq se

definen en función de los residuos de ∆̂ :

αp :=−2πResp

(
∆̂

)
=

(
p −

1
p

)

(
p −q

)(
1−pq

) , (2.21)

αq :=−2πResq

(
∆̂

)
=

(
1
q
−q

)

(
p −q

)(
1−pq

) . (2.22)

Como se menciona en la subsección 1.1, el valor que toma
∫π

0 f (ζ)g (ζ)∆̂(ζ)dζ en cada

caso es consecuencia de los polos de ∆̂. Entonces tiene sentido pensar que esos valores se

puedan expresar como una función de los polos. La siguiente proposición confirma este co-

mentario y además prueba como la modificación hecha al espacio L2
(
[0,π], ∆̂

)
permite en-

contrar ortogonalidad en otros regímenes de parámetros.

Teorema 2.5. Los polinomios
{
Pn

}
n∈Z+

, con pq < 1, son ortogonales, de acuerdo al régimen

de parámetros correspondiente, en los siguientes espacios de Hilbert:

0. Si p, q ∈ (−1,1), son ortogonales en L2
(
[0,π];∆̂

)
.

1. Si p > 1 y q ∈

(
−1, 1

p

)
, son ortogonales en L2

(
[0,π]∪ {ϵp };∆̂1

)
.

2. Si q <−1 y p ∈

(
1
q

,1
)
, son ortogonales en L2

(
[0,π]∪ {ϵq };∆̂2

)
.

3. Si p > 1 y q <−1, son ortogonales en L2
(
[0,π]∪ {ϵp }∪ {ϵq };∆̂3

)
.

Cumpliéndose la siguiente relación de ortogonalidad,

〈
Pn ,Pm

〉
∆̂i

=

{
1
∆n

n=m

0 n ̸=m
, i = 0,1,2,3. (2.23)

DEMOSTRACIÓN. El Caso 0 de esta proposición, es el probado en la Proposición 2.3, por

lo que no se realizará la prueba correspondiente. Comenzando con el Caso 1 y siguiendo la

segunda observación de la subsección (1.1), podemos escribirlo en términos de sus residuos

utilizando la expresión (2.16)(n +m ≥ 1).

〈
Pn ,Pm

〉
∆̂1

= I1 −
1

2



Res0

(
f −

n,m(z)
)
+

∑

s∈S
∆̂

xs Ress

(
f +

n,m(z)+ f −
n,m(z)

)


+αp Pn(ϵp )Pm , (ϵp )

= I1 −
1

2

(
Resp−1

(
f +

n,m(z)
)
+Res0

(
f −

n,m(z)
)
+Resq

(
f −

n,m(z)
))
+αp Pn(ϵp )Pm , (ϵp ). (2.24)

Para el caso n = m = 0 se usa la ecuación (2.17) y el razonamiento que seguiremos en lo

adelante es idéntico. Notemos que el desarrollo en residuos de las funciones f +
n,m y f −

n,m ,

ha sido diferente al de la sección anterior, precisamente porque han cambiado los puntos
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singulares,que tienen valor absoluto inferior a 1, de f +
n,m y de f −

n,m . Utilizando (2.14) en (2.24)

obtenemos, para n +m ≥ 1

〈
Pn ,Pm

〉
∆̂1

= I1 −
1

2

(
Resp−1

(
f +

n,m(z)
)
−Resp

(
f −

n,m(z)
))
+αp Pn(ϵp )Pm(ϵp ), (2.25)

y (2.11) en su equivalente para n = m = 0 obteniendo

〈
P0,P0

〉
∆̂1

= I1 −a −
1

2

(
Resp−1

(
f +

0,0(z)
)
−Resp

(
f −

0,0(z)
))
+αp P0(ϵp )P0(ϵp ). (2.26)

Se puede comprobar, después de un breve cálculo, que

αp Pn(ϵp )Pm(ϵp )−
1

2

(
Resp−1

(
f +

n,m(z)
)
−Resp

(
f −

n,m(z)
))

= 0. (2.27)

Por tanto, de (2.25) y (2.26) se tiene que ∀n,m ≥ 0

〈
Pn(ζ),Pm(ζ)

〉
∆̂1

= I1 + I2 + I3 =

{
1
∆n

n=m

0 n ̸=m
.

El Caso 2, es análogo al anterior, pero para la singularidad z = q . Veamos que utilizando

la expresión (2.16) para n +m ≥ 1

〈
Pn ,Pm

〉
∆̂2

= I1 −
1

2

(
Resq−1

(
f +

n,m(z)
)
+Res0

(
f −

n,m(z)
)
+Resp

(
f −

n,m(z)
))
+αq Pn(ϵq )Pm , (ϵq ).

Similarmente al caso anterior se puede utilizar la ecuación (2.17) para n = m = 0. Luego,

sustituyendo (2.14) y (2.11) para los casos n+m ≥ 1 y n = m = 0, respectivamente, se obtiene

para el Caso 2:

〈
Pn ,Pm

〉
∆̂2

= I1 + I2 + I3 −
1

2

(
Resq−1

(
f +

n,m(z)
)
−Resq

(
f −

n,m(z)
))
+αq Pn(ϵq )Pm , (ϵq ).

Verificando que:

αq Pn(ϵq )Pm(ϵq )−
1

2

(
Resq−1

(
f +

n,m(z)
)
−Resq

(
f −

n,m(z)
))

= 0, (2.28)

se obtiene la relación de ortogonalidad para el Caso 2

〈
Pn ,Pm

〉
∆̂2

= I1 + I2 + I3 =

{
1
∆n

n=m

0 n ̸=m
.

El Caso 3 es una combinación de los dos anteriores. En este caso, después de sustituir

(2.16),
〈

Pn ,Pm

〉
∆̂3

toma la siguiente forma en n +m ≥ 1

〈
Pn ,Pm

〉
∆̂3

= I1 −
1

2

(
Resp−1

(
f +

n,m(z)
)
+Resq−1

(
f +

n,m(z)
)
+Res0

(
f −

n,m(z)
))

+αp Pn(ϵp )Pm(ϵp )+αq Pn(ϵq )Pm(ϵq ),

y tendremos una expresión análoga para n = m = 0 utilizando (2.17). Sustituyendo para cada

caso n+m ≥ 1 y n = m = 0 las ecuaciones 2.14 y 2.11, respectivamente, obtenemos en el caso

de n +m ≥ 1:

〈
Pn ,Pm

〉
∆̂3

= I1 −
1

2

(
Resp−1

(
f +

n,m(z)
)
+Resq−1

(
f +

n,m(z)
)
+Res0

(
f −

n,m(z)
))

+αp Pn(ϵp )Pm(ϵp )+αq Pn(ϵq )Pm(ϵq ),
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y en caso de n = m = 0

〈
P0,P0

〉
∆̂3

= I1 −
1

2

(
Res0

(
f +

0,0(z)
)
+Resp−1

(
f +

0,0(z)
)
+Resq−1

(
f +

0,0(z)
)
+Res0

(
f −

0,0(z)
))

+αp P0(ϵp )P0(ϵp )+αq P0(ϵq )P0(ϵq ),

de esta forma obtendríamos para el Caso 3:

〈
Pn ,Pm

〉
∆̂3

= I1 + I2 + I3 −
1

2

(
Resp−1

(
f +

n,m(z)
)
−Resp

(
f −

n,m(z)
))

−
1

2

(
Resq−1

(
f +

n,m(z)
)
−Resq

(
f −

n,m(z)
))
+αp Pn(ϵp )Pm(ϵp )+αq Pn(ϵq )Pm(ϵq ).

Luego se tiene la relación de ortogonalidad utilizando (2.28), y (2.27)

〈
Pn ,Pm

〉
∆̂3

= I1 + I2 + I3 =

{
1
∆n

n=m

0 n ̸=m
,

y tenemos la ortogonalidad en el Caso 3. □

Numéricamente
〈

Pn(ζ),Pm(ζ)
〉
∆̂i

es igual en todos los espacios, aunque claramente las

integrales y constantes mediante las que están definidas son todas diferentes, pues dependen

de los parámetros p y q . En cualquier caso podemos efectuar siempre el mismo cambio de

variable z = e iζ obteniendo para n +m ≥ 1 tenemos que

〈
Pn ,Pm

〉
∆̂i

= I1 −
1

2

(
Res0

(
f −

n,m(z)
)
+Resp

(
f −

n,m(z)
)
+Resq

(
f −

n,m(z)
))

y para n = m = 0

〈
P0,P0

〉
∆̂i

= I1 −
1

2

(
Res0

(
f +

0,0(z)
)
+Res0

(
f −

0,0(z)
)
+Resp

(
f −

0,0(z)
)
+Resq

(
f −

0,0(z)
))

.

Por lo tanto para i = 1,2,3 podemos encontrar una curva cerrada simple γi tal que p, q,0 ∈

Int (γi ), y que p−1, q−1 ∉ Int (γi ). La integral sobre esta curva siempre será igual al producto

interno
〈

Pn ,Pm

〉
∆̂i

=

∫

γi

P∗
n (z)P∗

m(z)∆̂∗d z, (2.29)

donde P∗
n (z) es el resultado aplicar el cambio de variable mencionado en el polinomio Pn .

Si tomamos i = 1 podmos sustituir la definición del producto interno y efectuar el cambio a

variable compleja obteniendo
∫

γ1

P∗
n (z)P∗

m(z)∆̂∗d z =

∫

|z|=1
P∗

n (z)P∗
m(z)∆̂∗d z +αp P∗

n (p)P∗
m(p) (2.30)

La igualdad anterior es la guía intuitiva de la demostración de la Proposición 2.5. A lo largo

del capítulo hemos probado que la familia biparamétrica de polinomios de Bernstein-Szegö,
{
Pn

}
n∈Z+

, es ortogonal en cualquiera de los espacios de Hilbert anteriormente menciona-

dos, para el correspondiente régimen de parámetros. Además, no es difícil comprobar que

el álgebra generada por esta familia A
({

Pn

}
n∈Z+

)
es densa en C [0,π], aplicando el Teore-

ma Stone-Weiesstrass, véase Teorema 7.33 en [R87]. También es conocido que las funciones

continuas son densas en L2, por lo que A
({

Pn

}
n∈Z+

)
es densa en cualquiera de los espa-

cios mencionados en la proposición anterior. Por tanto, tenemos una base ortogonal para
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cada uno de estos espacios, lo cual será fundamental en el capítulo 3. Además, tenemos co-

mo consecuencia que podemos extender la igualdad (2.30) para una función f en el espacio

correspondiente, utilizando su descomposición en elementos de la base.



Capítulo 3

Análisis Espectral.

El objetivo de este capítulo es describir el espectro del laplaciano L, utilizando resulta-

dos de los capítulos anteriores. Utilizaremos la notación H , para referirnos a cualesquiera de

los espacios de Hilbert definidos en el capítulo 2, de la misma forma nos referiremos a sus

productos internos con 〈·, ·〉
∆̂

. Formalicemos este comentario

Definición 3.1. Se denotará H como los siguintes espacios según el régimen de parámetros:

Si p, q ∈ (−1,1), H = L2
(
[0,π];∆̂

)
y 〈·, ·〉

∆̂
= 〈·, ·〉

∆̂0
.

Si p > 1 y q ∈

(
−1, 1

p

)
, H = L2

(
[0,π]∪ {ϵp };∆̂1

)
y 〈·, ·〉

∆̂
= 〈·, ·〉

∆̂1
.

Si q <−1 y p ∈

(
1
q

,1
)
, H = L2

(
[0,π]∪ {ϵq };∆̂2

)
y 〈·, ·〉

∆̂
= 〈·, ·〉

∆̂2
.

Si p > 1 y q <−1, H = L2
(
[0,π]∪ {ϵp }∪ {ϵq };∆̂3

)
y 〈·, ·〉

∆̂
= 〈·, ·〉

∆̂3
.

Si particularizamos el espacio H se especificará con cuál se está tratando y utilizaremos

su producto interno específico definido en la sección 2 del capítulo 2. La idea central del

capítulo es probar que existe un isomorfismo entre H y ℓ2
(
Z+;∆

)
que conserva el valor del

producto interno, así podremos diagonalizar el laplaciano L y encontrar el espectro de forma

más sencilla.

1. Transformada de Fourier para H .

En esta primera sección nos dedicaremos a definir el ya mencionado isomorfismo y pro-

bar ciertos hechos útiles acerca de este.

Definición 3.2. La transformada:

F : H −→ ℓ2 (
Z+;∆

)

f −→ f̂

se define como:

f̂ (n) =
(
F f

)
(n) :=

〈
f ,Pn

〉
∆̂

. (3.1)

Es necesario notar que para los casos H = L2
(
[0,π]∪ {ϵp };∆̂1

)
, H = L2

(
[0,π]∪ {ϵq };∆̂2

)
y

H = L2
(
[0,π]∪ {ϵp }∪ {ϵq };∆̂3

)
, se tiene que F

(
f
)
=

〈
f ,Pn

〉
∆̂i

, con i = 1,2,3, por tanto, F no

es la transformada de Fourier clásica, pues los productos internos tienen una componente

discreta, véanse sus definiciones (2.18), (2.19), (2.20), respectivamente. Sin embargo, en esta

sección haremos un abuso del lenguaje para mayor comodidad y llamaremos a todas estas

transformada de Fourier. Ahora veamos que F tiene inversa F−1, definida en ℓ2
(
Z+;∆

)
.

21



22 CHAPTER 3. ANÁLISIS ESPECTRAL.

Definición 3.3. La transformada:

F−1 : ℓ2 (
Z+;∆

)
−→ H

f̂ −→ f

se define como:

f (ζ) =
(
F−1 f̂

)
(n) =

〈
f̂ ,Pn

〉

∆

:=
∞∑

i=0
f̂ (n)Pn(ζ)∆n . (3.2)

Esta definición tiene sentido, ya que, como f̂ ∈ ℓ2
(
Z+;∆

)
, se garantiza la convergencia

fuerte de
∑∞

i=0 f̂ (n)Pn(ζ) en H .

Proposición 3.4. Sean, F definida en 3.2 y F−1 en 3.3, se cumple que F−1F = i dH y F F−1 =

i dℓ2(Z+;∆).

DEMOSTRACIÓN. Primero probemos que F−1F = i dH . Sea f ∈ H , recordemos que el ca-

pítulo anterior nos deja como conclusión que {Pn}n∈Z+
es una base ortogonal de H , por lo

tanto f =
∑∞

n=0

〈
f ,Pn

〉
∆̂
∆nPn(ζ), tomando esto en cuenta se puede hacer la prueba sin in-

convenientes:

F−1F
(

f
)
= F−1(F f ) =

〈 〈
f ,Pn

〉
∆̂

,P (ζ)
〉

∆

=

∞∑

n=0

〈
f ,Pn

〉
∆̂

Pn(ζ)∆n = f .

Ahora veamos que F−1F = i dℓ2(Z+;∆). Sea f̂ ∈ ℓ2
(
Z+0;∆

)
basta con aplicar la definición para

F−1 y efectuar el producto
〈

f̂ ,P (ζ)
〉

∆

para ver que:

F F−1( f̂ ) = F (F−1 f̂ ) =

〈 〈
f̂ ,P (ζ)

〉

∆

,Pn

〉

∆̂

=

〈
∞∑

m=0
f̂ (m)Pm∆m ,Pn

〉

∆̂

.

Si aplicamos linealidad obtenemos la expresión
〈

Pm ,Pn

〉
∆̂

que se anula para ∀m ̸= n y de-

vuelve el inverso de ∆m para m = n, por lo tanto:

F F−1( f̂ ) =
∞∑

m=0
f̂ (m)∆m

〈
Pm ,Pn

〉
∆̂
= f̂ (n)

y esto concluye la demostración. □

Nótese que nuestra base
{
Pn

}
es casi ortonormal, a efectos prácticos la única diferen-

cia es un factor 1
1−a

cuando n = 0. Es claro de la definición 3.2 que F es lineal, también es

biyectiva. Además, queremos que F sea unitario, para poder utilizarla más adelante como

isomorfismo. Veamos:

Proposición 3.5. F conserva el producto interior. Es decir, ∀ f , g ∈ H, se cumple:

〈
F f ,F g

〉
=

〈
f , g

〉
∆̂

.

DEMOSTRACIÓN. Sean f , g ∈ H , podemos utilizar sus desarrollos con elementos de la

base para aprovechar la bilinealidad del producto interno, obteniendo la siguiente igualdad

〈
f , g

〉
∆̂
=

〈
∞∑

m=0

〈
f ,Pm

〉
∆̂
∆mPm(ζ),

∞∑

n=0

〈
g ,Pn

〉
∆̂
∆nPn(ζ)

〉

∆̂

.
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Luego, aplicamos la bilinealidad y obtenemos al igual que en la demostración de la proposi-

ción 3.4 el factor
〈

Pm ,Pn

〉
∆̂

, que resuelve nuestra demostración,

〈
f , g

〉
∆̂
=

∞∑

m,n=0

〈
f ,Pm

〉
∆̂
∆m

〈
g ,Pn

〉
∆̂
∆n

〈
Pm ,Pn

〉
∆̂

.

Recordemos, además, que para n ̸= m se tiene
〈

Pm ,Pn

〉
∆̂
= 0 y, en cambio, para n = m se

tiene
〈

Pm ,Pn

〉
∆̂
=

1
∆n

teniendo esto en cuenta, se termina la prueba:

〈
f , g

〉
∆̂
=

∞∑

n=0

〈
f ,Pn

〉
∆̂

〈
g ,Pn

〉
∆n =

∞∑

n=0

(
F f

)
(n)

(
F g

)
(n)∆n =

〈
F f ,F g

〉
∆

.

Por lo tanto, F también conserva el producto interno entre H y ℓ2
(
Z+;∆

)
. □

2. Espectro del Laplaciano.

Para encontrar espectro del laplaciano L, se utiliza el hecho conocido de teoría espectral:

si tenemos dos operadores unitariamente equivalentes, entonces tienen el mismo espectro.

Es fundamental el resultado 1.1 del capítulo 1, donde 2cos(ζ) para cada valor de ζ es el valor

propio para las soluciones ψζ(n) = Pn(ζ) de la ecuación (1.5).

Teorema 3.6. Sea E : H → H, tal que:

(
E f

)
(ζ) = 2cos(ζ) f (ζ). (3.3)

E es autoadjunto y se cumple que:

L = F EF−1 (3.4)

DEMOSTRACIÓN. Es fácil ver que E es autoadjunto en H = L2
(
[0,π]; ∆̂

)
, pues E es un

operador de multiplicación que toma valores reales,

〈
E f , g

〉
∆̂
=

∫π

0
2cos(ζ) f (ζ)g (ζ)∆̂(ζ)dζ=

∫π

0
f (ζ)2cos(ζ)g (ζ)∆̂(ζ)dζ=

〈
f ,E g

〉
∆̂

. (3.5)

Para H definido en otra de las variantes que se menciona en 3.1, se debe ver la interacción

de E con la parte discreta de sus productos internos. Por los mismos argumentos que validan

la ecuación 3.5 se tiene que

αq 2cos(ϵq ) f (ϵq )g (ϵq ) =αq f (ϵq )2cos(ζ)g (ϵq ).

De forma similar se puede ver la anterior igualdad para su análogo en p. Por lo tanto, E es

autoadjunto en H , entendido como cualquiera de los espacios definidos al inicio del capítu-

lo, en 3.1.

Ahora para probar (3.4), probemos la igualdad equivalente, F−1LF = E . La cadena de evalua-

ciones que seguiremos en la demostración se puede ver con claridad en el siguiente diagra-

ma

H
F

−→ ℓ2
(
Z+;∆

) L
−→ ℓ2

(
Z+;∆

) F−1

−→ H

f 7→ F f 7→
〈

2cos(ζ) f ,Pn

〉
∆̂

7→ 2cos(ζ) f (ζ)
.
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Recordemos que el laplaciano L actúa sobre ℓ2
(
Z+,∆

)
como se define en (1.4), y equivalen-

temente en (1.5), en el capítulo 1. Por lo tanto, se tiene la siguiente cadena de igualdades

F−1LF
(

f
)
=

(
F−1L

)(
F f

)
= F−1

(
(1−δn)

(
F f

)
(n −1)+bδn

(
F f

)
(n)+ (1−aδn)

(
F f

)
(n +1)

)
.

Podemos escribirla sustituyendo explícitamente F f y luego utilizando la bilinealidad de 〈·, ·〉
∆̂

como producto interno,

F−1LF ( f ) = F−1
(
(1−δn)

〈
f ,Pn−1

〉
+bδn

〈
f ,Pn

〉
+ (1−aδn)

〈
f ,Pn+1

〉)

= F−1
(〈

f , (1−δn)Pn−1 +bδnPn + (1−aδn)Pn+1
〉
∆̂

)
.

Recordemos que la familia Pn es solución de la ecuación (1.6), del capítulo 1 y además E es

autoadjunto, por lo tanto, se tiene

F−1LF ( f ) = F−1
(〈

f ,2cos(ζ)Pn

〉
∆̂

)
= F−1

(〈
2cos(ζ) f ,Pn

〉
∆̂

)

Aplicando F−1 obtenemos:

F−1LF ( f ) =
∞∑

n=0

〈
2cos(ζ) f ,Pn

〉
∆̂
∆nPn = f (ζ)2cos(ζ),

y obtenemos la identidad requerida. □

Luego de esta proposición ya estamos en condiciones de encontrar el espectro de L,

sin embargo, para poder obtenerlo explícitamente debemos calcular primero el espectro de

E . Este cálculo lo resumiremos en la siguiente proposición. Esta tiene la particularidad de

diferenciar los tipos de espacio H , ya que cambia el espectro buscado.

Proposición 3.7. Sea E definido como en el Teorema 3.6, su espectro varía de la siguiente

forma:

0. Si H = L2
(
[0,π]; ∆̂0

)
, se tiene que:

σ
(
E

)
= [−2,2]. (3.6)

1. Si H = L2
(
[0,π]; ∆̂1

)
, se tiene que:

σ
(
E

)
= [−2,2]∪

{
p +p−1

}
. (3.7)

2. Si H = L2
(
[0,π]; ∆̂2

)
, se tiene que:

σ
(
E

)
= [−2,2]∪

{
q +q−1

}
. (3.8)

3. Si H = L2
(
[0,π]; ∆̂3

)
, se tiene que:

σ
(
E

)
= [−2,2]∪

{
p +p−1, q +q−1

}
. (3.9)

DEMOSTRACIÓN. Nuestro objetivo es encontrar los valores de ω para los cuales no está

acotado el posible inverso de
(
E −ω

)
. En el Caso 1, para los valores de ω en los que esté bien

definido, debe ocurrir que

(
E −ω

)−1 (
f
)

(ζ) =

(
1

2cos(ζ)−ω

)
f (ζ),
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de donde,
〈

1

2cos(ζ)−ω
f (ζ),

1

2cos(ζ)−ω
f (ζ)

〉

∆̂

=

∫π

0
| f (ζ)|2

1

|2cos(ζ)−ω|2
∆̂dζ (3.10)

+| f (ϵp )|2
1

|2cos(ϵp )−ω|2
.

En la ecuación (3.10), para ω ∈ C \ [−2,2] la parte continua está acotada, ya que f es de

cuadrado integrable y ω está fuera del rango de 2cos(ζ) con ζ ∈ [0,π]. Para ω ̸= p + p−1 la

parte discreta está acotada. Por tanto,

σ
(
E

)
⊆

(
[−2,2]∪

{
p +p−1

})
.

Además, podemos tomar f = 1 y el producto interno
〈

1

2cos(ζ)−ω
,

1

2cos(ζ)−ω

〉

∆̂

=

∫π

0

1

|2cos(ζ)−ω|2
∆̂dζ+

1

|2cos(ϵp )−ω|2

no está acotado para ω= p +p−1, ni para ω ∈ [−2,2]. Así que
(
[−2,2]∪

{
p +p−1

})
⊆σ

(
E

)
.

Con esto queda calculado el espectro para el Caso 1. Nótese que ω= p +p−1 corresponde al

espectro discreto de E . Se puede comprobar tomando la función

fp =

{
1, si ζ=ϵp

0 si ζ∈[0,π]

y evaluando en el producto interno. El espectro en Caso 2 se puede hallar análogamente,

obteniendo un resultado diferente en el espectro discreto, que en este caso sería ω= q+q−1,

con la función propia

fq =

{
1, si ζ=ϵq

0 si ζ∈[0,π]
.

Similarmente al Caso 1, para el Caso 3 se puede comprobar la doble inclusión del conjunto

[−2,2]∪
{

p +p−1
}
∪

{
q +q−1

}

en el espectro de E . Además, extendiendo a fp y fq para el nuevo espacio, se puede compro-

bar que
{

p +p−1, q +q−1
}

es el espectro discreto. Se pueden considerar respectivamente las

siguientes extensiones,

gp =

{
0, si ζ=ϵq

fp si ζ ̸=ϵq

y

gq =

{
0, si ζ=ϵp

fq si ζ ̸=ϵq
.

En el Caso 0, E solo tiene espectro continuo, y haciendo el mismo análisis que se hizo para

el espectro continuo se llega a que en el Caso 0

σ
(
E

)
= [−2,2].

□
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Teniendo calculado el espectro, podemos formalizar la proposición que construimos a

lo largo de la tesis, que tiene como conclusión el espectro de L.

Teorema 3.8. Sea L definido en (1.3), en el capítulo 1, actuando sobre ℓ2
(
Z+;∆

)
, con pq < 1 y

b =
(
p +q

)
∈R, entonces:

0. Si p, q ∈ (−1,1),

σ
(
L
)
= [−2,2]. (3.11)

1. Si p > 1 y q ∈

(
−1, 1

p

)
,

σ
(
L
)
= [−2,2]∪

{
p +p−1

}
. (3.12)

2. Si q <−1 y p ∈

(
1
q

,1
)
,

σ
(
L
)
= [−2,2]∪

{
q +q−1

}
. (3.13)

3. Si q <−1 y p > 1,

σ
(
L
)
= [−2,2]∪

{
p +p−1

}
∪

{
q +q−1

}
. (3.14)

DEMOSTRACIÓN. Sea F definida como en 3.2, F es lineal, ya que está definida mediante

un producto interno desde un espacio de Hilbert H , definido en todas sus posibles variantes

en 3.1. Además, es biyectiva, lo cual está probado en la Proposición 3.4, utilizando el hecho

fundamental de que la familia biparamétrica de polinomios Berntein-Szegö,
{
Pn

}
n∈Z+

, es ba-

se ortogonal en cualquier variante del espacio H . Este último hecho es resultado del capítulo

2 en su totalidad. Por último se puede comprobar que F conserva el valor del producto in-

terno, véase 3.5.

Si consideramos el operador E : H → H , definido como en el Teorema 3.6, se puede pro-

bar que L = F EF−1, véase el Teorema 3.6. Por lo tanto, verificando el resto de las hipótesis de

forma estándar, se puede aplicar el Teorema espectral, en su forma de operador de multipli-

cación, Teorema 7.20, ver [H13]. Entonces se puede asegurar que:

σ
(
L
)
=σ

(
E

)
.

El espectro de E , está calculado en la proposición anterior y es dependiente de la elección del

espacio H . La elección del espacio H , a su vez, depende de los parámetros p y q . Haciendo

una breve correspondencia obtenemos el resultado que se requiere.

□

Los resultados de la Proposición 3.7 se pueden trasladar vía F , ya que L y E son unita-

riamente equivalentes. De esta forma se pueden encontrar las funciones propias, ψζ, para,

σD

(
L
)
, el espectro discreto de L.

Corolario 3.9. Bajo las hipótesis del Teorema 3.8, las funciones propias asociadas al espectro

discreto cumplen:
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1. Si p > 1 y q ∈

(
−1, 1

p

)
,

ψϵp (n) ∝ Pn(ϵp ) y
〈

P (ϵp ),P (ϵp )
〉

∆

=
1

αp

2. Si q <−1 y p ∈

(
1
q

,1
)
,

ψϵq (n) ∝ Pn(ϵq ) y
〈

P (ϵq ),P (ϵq )
〉

∆

=
1

αq

3. Si q <−1 y p > 1,

ψϵp (n) ∝ Pn(ϵp ) y
〈

P (ϵp ),P (ϵp )
〉

∆

=
1

αp
,

ψϵq (n) ∝ Pn(ϵq ) y
〈

P (ϵq ),P (ϵq )
〉

∆

=
1

αq
.

DEMOSTRACIÓN. Como E y L son unitariamente equivalentes a través de la isometría F ,

podemos obtener las funciones propias de L, para el espectro discreto, en cada caso utilizan-

do la transformada F . En el Caso 1, para una función propia

fp =

{
1, si ζ=ϵp

0 si ζ∈[0,π]

se tiene que F
(

fp

)
= f̂p = αp Pn(ϵp ), de donde ψϵp (n) ∝ Pn(ϵp ). Para calcular la norma de

Pn(ϵp ) también podemos usar la isometría F ,

〈
P (ϵp ),P (ϵp )

〉

∆

=

〈
F

(
1

αp
fp

)
,F

(
1

αp
fp

)〉

∆

=

〈
1

αp
fp ,

1

αp
fp

〉

∆̂1

=
1

(αp )2
αp fp (ϵp )2

=
1

αp
.

Para el Caso 2,

fq =

{
1, si ζ=ϵq

0 si ζ∈[0,π]

y F
(

fq

)
= f̂q =αq Pn(ϵq ), de donde ψϵq (n) ∝ Pn(ϵq ). Además,

〈
P (ϵq ),P (ϵq )

〉

∆

=

〈
F

(
1

αq
fq

)
,F

(
1

αq
fq

)〉

∆

=

〈
1

αq
fq ,

1

αq
fq

〉

∆̂2

=
1

(αq )2
αp fp (ϵq )2

=
1

αq
.

En el Caso 3, sean gp , gq ∈ L2
(
[0,π];∆̂3

)
, las respectivas extensiones de fp , y fq , se tiene

gp
F

−→αp Pn(ϵp )

gq
F

−→αq Pn(ϵq )

con 〈
P (ϵp ),P (ϵp )

〉

∆

=
1

αp
〈

P (ϵq ),P (ϵq )
〉

∆

=
1

αq
.

□

Ahora sí, se ha descrito el espectro de L, mediante la familia biparamétrica de polino-

mios de Bernstein-Szegö,
{
Pn

}
n∈Z+

, para los parámetros p, q , con pq < 1.



Capítulo 4

Generalización a varias variables.

En este capítulo nos proponemos extender los resultados obtenidos en capítulos ante-

riores mediante polinomios de Schur generalizados de Macdonald. En la primera sección, se

presentan algunas nociones básicas, como la generalización anteriormente mencionada. En

la segunda sección, se consigue una relación de ortogonalidad que generaliza la Proposición

2.5, del capítulo 2. En la tercera sección, se generaliza a varias variables el Laplaciano L, defi-

nido en (1.3), en el capítulo 1. En la sección 4, se define y estudia la transformada de Fourier

correspondiente, y se utiliza para encontrar el espectro del Laplaciano definido en la sección

3 de este capítulo.

1. Generalización de los polinomios de Schur

Los objetos fundamentales a lo largo de la tesis han sido los polinomios de Bernstein-

Szegö, Pn , definidos en la Proposición 2.2, del capítulo 2. Ahora los extenderemos para el

trabajo con una cantidad N ∈ N de variables. Se denota ζ = (ζ1, ...,ζN ), donde ζ j ∈ [0,π] al

igual que en el caso de una variable, y además, λ= (λ1, ...,λN ) donde λ j ∈Z+, que cumple,

λ1 ≥λ2 ≥ ... ≥λN ≥ 0.

Con estos elementos podemos definir el polinomio de Schur generalizado Pλ(ζ), asociado

con la familia biparamétrica de polinomios Bernstein-Szegö,
{
Pn

}
n∈Z+

, de la siguiente forma

Pλ(ζ) :=
1

VN (ζ)
det

[
PN− j+λ j (ζk )

]

1≤ j ,k≤N
, (4.1)

donde VN (ζ) es un determinante de Vandermonde de orden N , en otras secciones utilizare-

mos determinantes de Vandermonde de distintos órdenes, por lo que daremos una notación

más general,

Vr (ζ) := det
[

Pr− j (ζk )
]

1≤ j ,k≤r
=

∏

1≤ j ,k≤r

2
(
cos(ζ j )−cos(ζk )

)
, ∀r = 1, ..., N . (4.2)

Notemos que en (4.1) haciendo un cambio de variable x = 2cos(ζ) se puede sustituir Pn por

xn , y se obtiene el polinomio de Schur clásico para las variables xk . Expandiendo el determi-

nante en la expresión (4.1), se obtiene una expresión para N variables de los polinomios de

Bernstein-Szegö, Pn , véase [DE18].

Establezcamos algunas notaciones que serán útiles a lo largo del capítulo.

Notación

Λ
(N ) :=

{
λ= (λ1, ...,λN ) ∈

(
Z+

)N ∣∣λ1 ≥λ2 ≥, ...,≥λN ≥ 0
}

.

28
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ζ(i , j ) := ζi , ...,ζ j . Está notación está orientada a acortar la escritura de las componen-

tes de un vector, por ejemplo, utilizando esta notación tendríamos que (0,ζ2, ...,ζN ) =

(0,ζ(2,N )).

Demos la versión en varias variables de la constante c(ζ) del capítulo 2,

C(r )(ζ) =C(r )(ζ1, ...,ζr ) :=
∏

1≤ j≤r

c(ζ j )
∏

1≤ j<k≤r

1(
1−e−i (ζ j +ζk )

)(
1−e−i (ζ j −ζk )

) =Vr (ζ)
∏

1≤ j≤r

c(ζ j ).

(4.3)

2. Ortogonalidad.

Similarmente, al capítulo 2, nos concentraremos en probar la ortogonalidad de los po-

linomios de Schur generalizado,
{
Pλ(ζ)

}
λ∈Λ(N ) , para los diferentes regímenes de parámetros

que se describen en la sección 2 del capítulo 2, y usaremos la clasificación por casos allí

mencionada, la cual será frecuente a partir de ahora.

2.1. Ortogonalidad de la familia
{
Pλ(ζ)

}
λ∈Λ(N ) con p, q ∈ (−1,1). Definamos la medida

∆̂
(r )(ζ) :=

1

(2π)r C(r )(ζ)C(r )(−ζ)
=

(
Vr

)2 (ζ)
∏

1≤ j≤r

∆̂(ζ j ), ∀r = 1, ..., N , (4.4)

que es necesaria para definir los espacios donde los polinomios Pλ serán ortogonales. Sea el

espacio de Hilbert L2
(
[0,π]N ;∆̂(N )

)
, donde para f , g ∈ L2

(
[0,π]N ;∆̂(N )

)
el producto interno se

define como
〈

f (ζ), g (ζ)
〉
∆̂

(N )
0

:=
1

N !

∫π

0
...

∫π

0
f (ζ)g (ζ)∆̂(N )(ζ)dζN , ...dζ1, (4.5)

podemos considerar el subespacio de las funciones simétricas,

L2
s

(
[0,π]N ;∆̂(N )

)
:=

{
f ∈ L2

(
[0,π]N ;∆̂(N )

)∣∣∣ f (ζ1, ...,ζN ) = f (ζσ1 , ...,ζσN ),∀σ ∈ SN

}
,

donde SN es el grupo simétrico para N elementos y σ :=
(

1 2 ··· N
σ1 σ2 ··· σN

)
. Sobre este tipo de

espacios de funciones simétricas probaremos la ortogonalidad de las funciones de Schur ge-

neralizadas.

Proposición 4.1. Sean λ,µ ∈Λ
(N ), y Pλ,Pµ ∈ L2

s

(
[0,π](N );∆̂(N )

)
se tiene la siguiente relación de

ortogonalidad,

〈
Pλ,Pµ

〉

∆̂
(N)
0

=

{
0, si λ̸=µ

1−aδλN
, si λ=µ

. (4.6)

DEMOSTRACIÓN. Trabajemos con el producto interno definido en (4.5) para llegar a la

relación buscada. Utilizando la definición (4.1), el producto interno toma la siguiente forma,

〈
Pλ,Pµ

〉

∆̂
(N )
0

=
1

N !

∫π

0
...

∫π

0
det

[
PN− j+λ j (ζk )

]

1≤ j ,k≤N
det

[
PN− j+µ j (ζk )

]

1≤ j ,k≤N

×
∏

1≤k≤n

∆̂(ζk )dζN , ...dζ1.
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Luego utilizamos la fórmula de integración de Andréief, que se puede verificar en [F19], que

nos permite transformar la integral múltiple en un determinante, obteniendo que
〈

Pλ,Pµ

〉

∆̂
(N )
0

= det

[∫π

0
PN− j+λ j

(ζ)PN−k+µk
(ζ)∆̂(ζ)dζ

]

1≤ j ,k≤N

. (4.7)

Esta expresión es más sencilla de calcular. Analicemos para los diferentes casos qué valores

tienen los términos de la matriz

A =

(
∫π

0 PN− j+λ j
(ζ)PN−k+µk

(ζ)∆̂(ζ)dζ

)

1≤ j ,k≤N

.

Sea λ=µ se tiene

a j k =

{
0, si j ̸=k

1−aδλN
, si j=k

. (4.8)

Esto es bastante claro, ya que si j = k, como λ j = µ j se tiene que N − j +λ j = N −k +µk y,

por lo tanto,

a j k = a j j =

∫π

0
PN− j+λ j

(ζ)PN− j+λ j
(ζ)∆̂(ζ)dζ=

{
1, si j ̸=N

1−aδλN
, si j=N

.

Si j ̸= k, asumamos sin perdida de generalidad que j > k, y que N − j +λ j = N − k +µk ,

entonces se tiene que

λ j = j −k +µk >µk >µ j =λ j .

Lo cual es contradictorio, por lo tanto, si j ̸= k entonces N − j +λ j ̸= N −k +µk , de donde

a j k = 0. Con el análisis anterior queda demostrado (4.8).

Sea λ ̸= µ, probemos que det(A) = 0. Tenemos entonces que existe ĵ , tal que λ ĵ ̸= µ ĵ y

asumamos sin perder generalidad que

λ ĵ >µ ĵ . (4.9)

Tendremos entonces que

λ ĵ >µ ĵ ≥µ ĵ+1 ≥ ... ≥µN ≥ 0,

por lo tanto N − ĵ +λ ĵ > N − i +µi ,∀i , N ≥ i ≥ ĵ , esto quiere decir que a ĵ i = 0, para i en el

anterior rango. Entonces podemos ver que una parte de la fila ĵ es nula. Analicemos ahora

los elementos ai ĵ tal que ĵ ≥ i ≥ 0. Asumamos primero que µi ≥ λ ĵ ,∀i , ĵ ≥ i ≥ 0, con esta

condición podemos comprobar que N − ĵ +λ ĵ < N − i +µi y, por tanto, ai ĵ = 0,∀i , N ≥ i ≥ 0.

En este caso la ĵ−ésima fila de la matriz A sería nula y el determinante sería cero. En caso

contrario ∃î ,λ ĵ > µ ĵ−î , con esta condición podría cumplirse que N − ĵ +λ ĵ = N − ( ĵ − î )+

µ ĵ−î , esta última igualdad provoca que a ĵ ( ĵ−î ) ̸= 0. Sin embargo, con la condición λ ĵ > µ ĵ−î ,

tenemos que λ ĵ−î >µ ĵ−î y estamos en el mismo caso que la condición (4.9). Podemos repetir

el proceso hasta que encontrar una fila nula o hasta que î = ĵ − 1, en cuyo caso se puede

comprobar que la primera fila es nula con el mismo razonamiento. Con esto concluimos

que

〈
Pλ,Pµ

〉

∆̂
(N )
0

= det

[∫π

0
PN− j+λ j

(ζ)PN−k+µk
(ζ)∆̂(ζ)dζ

]

1≤ j ,k≤N

=

{
0, si λ̸=µ

1−aδλN
, si λ=µ

.
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□

Con este resultado tenemos la ortogonalidad para el Caso 0 p, q ∈ (−1,1).

2.2. Ortogonalidad de la familia
{
Pλ(ζ)

}
λ∈Λ(N ) con pq < 1. En esta sección extendere-

mos el resultado de la sección 2.1 de este capítulo a los diferentes regímenes de parámetros

que se mencionan en el capítulo 2.

Definición 4.2. Definamos
(
H (N ),〈·, ·〉

∆̂(N )

)

Para el Caso 0, H (N ) = L2
s

(
[0,π]N ;∆̂(N )

0

)
.

Para el Caso 1, H (N ) = L2
s

((
[0,π]∪ {ϵp }

)N
;∆̂(N )

1

)
.

Para el Caso 2, H (N ) = L2
s

((
[0,π]∪ {ϵq }

)N
;∆̂(N )

2

)
.

Para el Caso 3, H (N ) = L2
s

((
[0,π]∪ {ϵp }∪ {ϵq }

)N
;∆̂(N )

3

)
.

Definamos también 〈·, ·〉
∆̂(N ) = 〈·, ·〉

∆̂
(N )
i

,con i = 0,1,2,3. Los productos internos, para i = 0 se

define en (4.5), para i = 1,2,3 se definen a continuación:

〈
f (ζ), g (ζ)

〉
∆̂

(N )
1

=
1

N !

∫π

0
...

∫π

0
f (ζ)g (ζ)∆̂(N )(ζ)dζN , ...dζ1 (4.10)

+
1

(N −1)!

∫π

0
...

∫π

0
Ap (ζ) f (ζ(1,N−1),ϵp )g (ζ(1,N−1),ϵp )∆̂(N−1)(ζ(1,N−1))dζN−1, ...dζ1

〈
f (ζ), g (ζ)

〉
∆̂

(N )
1

=
1

N !

∫π

0
...

∫π

0
f (ζ)g (ζ)∆̂(N )(ζ)dζN , ...dζ2 (4.11)

+
1

(N −1)!

∫π

0
...

∫π

0
Aq (ζ) f (ζ(1,N−1),ϵq )g (ζ(1,N−1),ϵq )∆̂(N−1)(ζ(1,N−1))dζN−1, ...dζ1

〈
f (ζ), g (ζ)

〉
∆̂

(N )
3

=
1

N !

∫π

0
...

∫π

0
f (ζ)g (ζ)∆̂(N )(ζ)dζN , ...dζ1 (4.12)

+
1

(N −1)!

∫π

0
...

∫π

0
Ap (ζ) f (ζ(1,N−1),ϵp )g (ζ(1,N−1),ϵp )∆̂(N−1)(ζ(1,N−1))dζN−1, ...dζ1

+
1

(N −1)!

∫π

0
...

∫π

0
Aq (ζ) f (ζ(1,N−1),ϵq )g (ζ(1,N−1),ϵq )∆̂(N−1)(ζ(1,N−1))dζN−1, ...dζ1

+
2

(N −2)!

∫π

0
...

∫π

0
B(ζ) f (ζ(1,N−2),ϵp ,ϵq )g (ζ(1,N−2),ϵp ,ϵq )

× ∆̂
(N−2)(ζ(1,N−2))dζN−2, ...dζ1.

Donde Ap y Aq , para N = 1 son las constantes αp y αq . En el caso N > 1 incluye determinan-

tes de Vandermonde,

Ap (ζ) =αp

(
VN (ζ(1,N−1),ϵp )

VN−1(ζ(1,N−1))

)2

=αp

N−1∏

j=1

1
(
1− 1

p
e−iζ j

)2 (
1−pe−iζ j

)2 , (4.13)

Aq (ζ) =αq

(
VN (ζ(1,N−1),ϵq )

VN−1(ζ(1,N−1))

)2

=αq

N−1∏

j=1

1
(
1− 1

q
e−iζ j

)2 (
1−qe−iζ j

)2 . (4.14)

Por otro lado B = 0 para N = 1, y para N > 1,

B(ζ) =αpαq

(
VN (ζ(1,N−2)),ϵp ,ϵq )

VN−2(ζ(1,N−2))

)2

(4.15)
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= 4αpαq

(
q +

1

q
−p −

1

p

)2 N−2∏

j=1

1
(
1− 1

p
e−iζ j

)2 (
1−pe−iζ j

)2

1
(
1− 1

q
e−iζ j

)2 (
1−qe−iζ j

)2 .

El siguiente Lema es consecuencia del Teorema de residuos de Cauchy y de la ortogona-

lidad de la familia
{
Pn(ζ)

}
n∈Z+

en los espacios H , definidos en el capítulo 2. Es la llave para

demostrar la ortogonalidad de la familia multiparamétrica
{
Pλ(ζ)

}
λ∈Λ(N ) en H (N ), pues refleja

lo que ocurre a nivel de residuos en el cálculo de la ortogonalidad.

Lema 4.3. Sean f ∈ H (N ), denotemos como f ∗ a la función que resulta de aplicar el cambio

de variable e iζ j = z j para j = 1, ..., N . Sean pq < 1 y γr , r = 1,2,3 una curva cerrada simple en

C tal que p, q,0 ∈ Int (γr ) y p−1, q−1 ∉ Int (γr ), entonces se tiene que:

Para el Caso 1,
∫

γ1

...
∫

γ1

f ∗(z)
N∏

i=1
∆̂
∗(zi )d zN ...d z1 (4.16)

=

N∑

i=0

(
N

i

)
(αp )i

∫

|z1|=1
...

∫

|zN−i |=1
f ∗

(
z(1,N−i ), p(N−i+1,N )

)N−i∏

j=1
∆̂
∗(z j )d zN−i ...d z1.

Para el Caso 2,
∫

γ2

...
∫

γ2

f ∗(z)
N∏

i=1
∆̂
∗(zi )d zN ...d z1 (4.17)

=

N∑

i=0

(
N

i

)
(αq )i

∫

|z1|=1
...

∫

|zN−i |=1
f ∗

(
z(1,N−i ), q(N−i+1,N )

)N−i∏

j=1
∆̂
∗(z j )d zN−i ...d z1.

Para el Caso 3,
∫

γ3

...
∫

γ3

f ∗(z)
N∏

i=1
∆̂
∗(zi )d zN ...d z1 (4.18)

=

N∑

i=0

(
N

i

)
i∑

j=0

(
j

i

)
(αp ) j (αq )i− j

∫

|z1|=1
...

∫

|zN−i |=1
f ∗

(
z(1,N−i ), p(N−i+1,N−i+ j ), q(N−i+ j+1,N )

)

×

N−i∏

k=1
∆̂
∗(zk )d zN−i ...d z1.

DEMOSTRACIÓN. Probemos la proposición para el Caso 1. Considerando a f como fun-

ción de L2
s

(
[0,π]∪ {ϵp };∆̂1

)
, manteniendo constante las variables ζi con i = 1, ..., N−1, se tiene

como consecuencia de 2.30, en el capítulo 2, que
∫

γ1

f ∗(zN )∆̂∗(zN )d zN =

∫

|zN |=1
f ∗(zN )∆̂∗(zN )d zN +αp f ∗(p). (4.19)

Por lo tanto, utilizando (4.19) podemos transformar la integral que depende de zN sobre γ1,

en el miembro izquierdo de (4.16),

∫

γ1

...
∫

γ1

f ∗(z)
N∏

i=1
∆̂
∗(zi )d zN ...d z1
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=

∫

γ1

...
∫

γ1

N−1∏

i=1
∆̂
∗(zi )

(∫

|zN |=1
f ∗(z)∆̂∗(zN )d zN +αp f ∗(p)

)
d zN−1...d z1 (4.20)

=

∫

|zN |=1

∫

γ1

...
∫

γ1

N∏

i=1
∆̂
∗(zi ) f ∗(z)d zN ...d z1 +αp

∫

γ1

...
∫

γ1

N−1∏

i=1
∆̂
∗(zi ) f ∗(p)d zN−1...d z1.

Obtuvimos dos sumandos logrando en uno de ellos modificar el contorno de integración de

una de las integrales. En el sumando izquierdo se puede repetir este proceso N −1 veces en

cada una de las N − 1 integrales sobre γ1, ya que el razonamiento utilizado para f ∗ como

función de zN se puede hacer exactamente igual para cada variable zi con i = 1, ..., N − 1.

En cada aplicación de este procedimiento se obtendría un nuevo sumando, pero estos solo

difieren entre sí en cuál de las variables se está evaluando el punto p. Luego, utilizando la

simetría de la función f (ζ) podemos obtener que
∫

γ1

...
∫

γ1

f ∗(z)
N∏

i=1
∆̂
∗(zi )d zN ...d z1

=

∫

|z1|=1

...
∫

|zN |=1

N∏

i=1
∆̂
∗(zi ) f ∗(z)d z1...d zN +αp N

∫

γ1

...
∫

γ1

N−1∏

i=1
∆̂
∗(zi ) f ∗(p)d z1...d zN−1.

Para obtener el resultado solo es necesario aplicar el razonamiento una y otra vez pa-

ra el sumando derecho con N − 1 integrales, del cual obtendremos un sumando con N − 2

integrales en γ1. Se puede repetir el proceso para N − j , con j = 0,1, ..., N . De esta forma se

obtiene el resultado para el Caso 1,
∫

γ1

...
∫

γ1

f ∗(z)
N∏

i=1
∆̂
∗(zi )d zN ...d z1 (4.21)

=

N∑

i=0

(
N

i

)
(αp )i

∫

|z1|=1
...

∫

|zN−i |=1
f ∗

(
z(1,N−i ), p(N−i+1,N )

)N−i∏

j=1
∆̂
∗(z j )d zN ...d zi+1.

Para el Caso 2 el proceder es idéntico pero cambiando p por q y eligiendo una curva γ2

apropiada. El Caso 3 es muy similar con la pequeña diferencia de que en cada integración se

obtienen 2 nuevos sumandos en vez de uno, en este caso,
∫

γ3

...
∫

γ3

f (z)
N∏

i=1
∆̂
∗(zi )d zN ...d z1

=

∫

|zN |=1

∫

γ3

...
∫

γ3

N∏

i=1
∆̂
∗(zi ) f ∗(z)d zN ...d z1 +αp

∫

γ3

...
∫

γ3

N−1∏

i=1
∆̂
∗(zi ) f ∗(p)d zN−1...d z1

+αq

∫

γ3

...
∫

γ3

N−1∏

i=1
∆̂
∗(zi ) f ∗(q)d zN−1...d z1.

Como en el Caso 1 podemos repetir el procedimiento una y otra vez obteniendo el resultado

requerido para el Caso 3. □

El resultado anterior es consecuencia directa de la Proposición 1.1 del capítulo 2. Ade-

más, se extiende a varias variables el hecho de podemos expresar la integral sobre el con-

torno que contiene a p y q como una integral en el círculo unitario, en este caso una suma
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de integrales en el círculo unitario. Ahora veamos como obtener la ortogonalidad de los po-

linomios de Schur generalizados,
{
Pλ(ζ)

}
λ∈Λ(N ) , utilizando el Lema 4.3.

Teorema 4.4. Sea λ ∈Λ
(N ), la familia

{
Pλ(ζ)

}
λ∈Λ(N ) con pq < 1 es ortogonal en los siguientes

espacios de Hilbert, de acuerdo al régimen de parámetros correspondiente:

0. Si p, q ∈ (−1,1) son ortogonales en L2
s

(
[0,π]N ;∆̂(N )

)
.

1. Si p > 1 y q ∈

(
−1, 1

p

)
son ortogonales en L2

s

((
[0,π]∪ {ϵp }

)N
;∆̂(N )

1

)
.

2. Si q <−1 y p ∈

(
1
q

,1
)

son ortogonales en L2
s

((
[0,π]∪ {ϵq }

)N
;∆̂(N )

2

)
.

3. Si p > 1 y q <−1 son ortogonales en L2
s

((
[0,π]∪ {ϵp }∪ {ϵq }

)N
;∆̂(N )

3

)
.

Cumpliéndose la siguiente relación de ortogonalidad,

〈
Pλ,Pµ

〉

∆̂
(N)
i

=

{
0, si λ̸=µ

1−aδλN
, si λ=µ

, i = 0,1,2,3. (4.22)

DEMOSTRACIÓN. La relación de ortogonalidad para el Caso 0 ya fue probada en la sec-

ción 2.2 de este capítulo, en la Proposición 4.1. Probemos el teorema para el Caso 1. De-

sarrollemos el primer sumando del producto interno, definido en (4.10), para el espacio

L2
((

[0,π]∪ {ϵp }
)N

,∆̂(N )
1

)
y separemos convenientemente ∆̂

(N ), para luego poder aplicar el

Lema 4.3,

1

N !

∫π

0
...

∫π

0
Pλ(ζ)Pµ(ζ)∆̂N (ζ)dζN , ...dζ1

=
1

N !

∫π

0
...

∫π

0

(
VN (ζ)

)2
Pλ(ζ)Pµ(ζ)

N∏

j=1
∆̂(ζ j )dζN , ...dζ1.

Luego aplicamos el cambio de variable z j = e iζ j ,∀ j = 1, ..., N y se obtiene la siguiente expre-

sión en integrales sobre el círculo unitario,

1

N !

∫

|zN |=1
...

∫

|z1|=1

(
V ∗

N (z)
)2

P∗
λ (z)P∗

µ (z)
N∏

j=1
∆̂
∗(z j )d zN , ...d z1,

donde V ∗
N , P∗

λ
y P∗

µ son sencillamente el resultado de aplicar el cambio de variable a VN ,

Pλ y Pµ, respectivamente. Por otro lado ∆̂
∗ recoge un factor 1

i z j
del diferencial, se puede ver

explícitamente en el capítulo 2, sección 1.1. Notemos entonces que la función
(
VN

)2
PλPµ(ζ)

cumple las hipótesis del Lema 4.3, de donde podemos afirmar que

∫

γ1

...
∫

γ1

(
V ∗

N

)2
P∗
λP∗

µ (z)
N∏

j=1
∆̂
∗(z j )d zN , ...d z1

=

N∑

i=0

(
N

i

)
(αp )i

∫

|z1|=1

...
∫

|zN−i |=1

(
V ∗

N

)2
P∗
λP∗

µ (z(1,N−i ), p(N−i+1,N ))
N−i∏

j=1
∆̂
∗(z j )d zN−i ...d z1.

Además, la función V 2
N PλPµ es un determinante, definido por los polinomios

{
Pn

}
n∈Z+

. Por

lo tanto, es antisimétrica, de donde V 2
N PλPµ(ζ1, ...,ζN−2,ϵp ,ϵp ) = 0. Solamente son diferentes
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de cero los dos primeros términos de la suma. Simplificando los términos nulos obtenemos

∫

γ1

...
∫

γ1

(
V ∗

N (z)
)2

P∗
λ (z)P∗

µ (z)
N∏

j=1
∆̂
∗(z j )d zN , ...d z1

=

∫

|z1|=1
...

∫

|zN |=1

(
V ∗

N (z)
)2

P∗
λ (z)P∗

µ (z)
N∏

j=1
∆̂
∗(z j )d zN ...d z1 (4.23)

+αp N

∫

|z1|=1
...

∫

|zN−1|=1

(
V ∗

N (z(1,N−1), p)
)2

P∗
λ (z(1,N−1), p)P∗

µ (z(1,N−1), p)
N−1∏

j=1
∆̂
∗(z j )d zN−1...d z1.

Notemos que el lado izquierdo de la ecuación (4.23) tiene la misma descomposición en resi-

duos que
〈

Pλ,Pµ

〉

∆̂

en el Caso 0. Recordemos que γ1 es una curva tal que p, q,0 ∈ Int (γ1), y

que p−1, q−1 ∉ Int (γ1), por lo tanto son numéricamente iguales, entonces

1

N !

∫

γ1

...
∫

γ1

(
V ∗

N (z)
)2

P∗
λ (z)P∗

µ (z)
N∏

j=1
∆̂
∗(z j )d zN , ...d z1 =

{
0, si λ̸=µ

1−aδλn , si λ=µ
, (4.24)

Sustituyendo (4.24), en (4.23), cambiando la variable a ζ y multiplicando por 1
N ! obtenemos

para λ ̸=µ

1

N !

∫π

0
...

∫π

0
Pλ(ζ)Pµ(ζ)∆̂N (ζ)dζN , ...dζ1

+αp
1

(N −1)!

∫π

0
...

∫π

0
Pλ(ζN−1

1 ,ϵp )Pµ(ζN−1
1 ,ϵp )

(
VN (ζ(1,N−1),ϵp )

)2

(
VN−1(ζ(1,N−1),ϵp )

)2 ∆̂
N−1(ζN−1

1 )dζN−1, ...dζ1 = 0,

y para λ=µ,
1

N !

∫π

0
...

∫π

0
Pλ(ζ)Pµ(ζ)∆̂N (ζ)dζN , ...dζ1

+αp
1

(N −1)!

∫π

0
...

∫π

0
Pλ(ζ(1,N−1),ϵp )Pµ(ζ(1,N−1),ϵp )

(
VN (ζ(1,N−1),ϵp )

)2

(
VN−1(ζ(1,N−1),ϵp )

)2 ∆̂
N−1(ζN−1

1 )dζN−1, ...dζ1

= 1−aδλN
.

Lo cual confirma la relación de ortogonalidad buscada. En el Caso 2, se hace un razona-

miento idéntico haciendo los cambios correspondientes de espacio, de singularidad y de

producto interno. En el Caso 3 seguiremos el mismo razonamiento y resaltaremos las dife-

rencias. Los polinomios Pλ y Pµ cumplen también las hipótesis del Lema 4.3 para este caso.

Como consecuencia tenemos que existe una curva cerrada simple γ3 tal que p, q,0 ∈ Int (γ3)

y p−1, q−1 ∉ Int (γ3) que cumple,

∫

γ3

...
∫

γ3

(
V ∗

N

)2
P∗
λP∗

µ (z)
N∏

j=1
∆̂
∗(z j )d zN ...d z1

=

N∑

i=0

(
N

i

)
i∑

j=0

(
j

i

)
(αp ) j (αq )i− j

∫

|z1|=1
...

∫

|zN−i |=1

(
V ∗

N

)2
P∗
λP∗

µ

(
z(1,N−i ), p(N−i+1,N−i+ j ), q(N−i+ j+1,N )

)

×

N−i∏

k=1
∆̂
∗(zk )d zN−i ...d z1.
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Dada la antisimetría de V 2
N PλPµ, podemos descartar todos los términos que tienen mas de

una evaluación de p, o q , obteniendo que
∫

γ3

...
∫

γ3

(
V ∗

N

)2
P∗
λP∗

µ (z)
N∏

j=1
∆̂
∗(z j )d zN ...d z1 =

∫

|z1|=1
...

∫

|zN |=1

(
V ∗

N

)2
P∗
λP∗

µ (z)
N∏

j=1
∆̂
∗(z j )d zN ...d z1

+ Nαp

∫

|z1|=1
...

∫

|zN−1|=1

(
V ∗

N

)2
P∗
λP∗

µ (z(1,N−1), p)
N−1∏

j=1
∆̂
∗(z j )d zN−1...d z1

+ Nαq

∫

|z1|=1
...

∫

|zN−1|=1

(
V ∗

N

)2
P∗
λP∗

µ (z(1,N−1), q)
N−1∏

j=1
∆̂
∗(z j )d zN−1...d z1

+ 2N (N −1)αpαq

∫

|z1|=1
...

∫

|zN−1|=1

(
V ∗

N

)2
P∗
λP∗

µ (z(1,N−2), p, q)
N−2∏

j=1
∆̂
∗(z j )d zN−2...d z1. (4.25)

Por el mismo argumento que en el Caso 1, tenemos que el miembro izquiero de (4.25) toma

los mismos valores que la relación de ortogonalidad en el Caso 0,

1

N !

∫

γ3

...
∫

γ3

(
V ∗

N

)2
P∗
λP∗

µ (z)
N∏

j=1
∆̂
∗(z j )d zN ...d z1 =

{
0, si λ̸=µ

1−aδλn , si λ=µ
.

Luego de efectuar en sentido contrario el cambio de variable y sustituir en la fórmula del

producto interno obtenemos la relación requerida. □

Con este resultado tenemos entonces que los polinomios de Schur generalizados, aso-

ciados a la familia biparamétrica
{
Pn

}
n∈Z+

, es una base del espacio H (N ), con sus correspon-

dientes particularidades para cada caso.

3. Laplaciano y vectores propios.

En esta sección presentaremos el laplaciano L(N ) que generaliza al laplaciano L definido

en (1.3), en el capítulo 1. Probaremos que los polinomios de Schur generalizado, Pλ, son

funciones propias para el nuevo laplaciano.

Consideremos entonces el espacio ℓ2
(
Λ

(N );∆(N )
)
, con el siguiente producto interno definido

para ϕ,φ ∈ ℓ2
(
Λ

(N );∆(N )
)

como

〈
ϕ,φ

〉
:=

∑

λ∈Λ(N )

ϕ(λ)φ(λ)∆(N )
λ

, (4.26)

donde

∆
(N )
λ

:=
1

1−aδλN

. (4.27)

Podemos definir entonces L(N ) : ℓ2
(
Λ

(N );∆(N )
)
−→ ℓ2

(
Λ

(N );∆(N )
)
, como

L(N ) (ϕ
)
=

(
L(N )ϕ

)
(λ) :=

N∑

i=1
λ−ei∈Λ

(N )

ϕ(λ−ei )+
N∑

i=1
λ+ei∈Λ

(N )

(1−aδλN
)δN−i ϕ(λ+ei )+δλN

bϕ(λ). (4.28)

Notemos que para N = 1 se obtiene el laplaciano definido en el capítulo 1.

Para encontrar el espectro y las funciones propias de L(N ) debemos resolver la ecuación

L(N )ϕ= E (N )ϕ, (4.29)
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donde E (N ) es una constante con respecto a λ. Probemos entonces que los polinomios de

Schur generalizados, Pλ(ζ), como funciones de λ son soluciones, ψ(N )
ζ

(λ), para ecuación

(4.29). En la siguiente proposición usaremos el hecho conocido, de Álgebra Lineal, de que

un determinante de orden N puede escribirse a partir de una fila o columna como suma de

sus correspondientes menores de orden N −1. Si desarrollamos por la fila î , obtenemos

det(A) =
N∑

j=1
(−1)î+ j aî j det(Mî j ), (4.30)

en cambio si desarrollamos a partir de la columna ĵ , obtenemos,

det(A) =
N∑

i=1
(−1)i+ ĵ ai ĵ det(Mi ĵ ). (4.31)

En ambos casos, el menor Mi j es la matriz de orden N −1 que resulta de retirar de A la fila i

y la columna j .

Proposición 4.5. Para

E (N ) :=
N∑

j=1
2cos(ζ j ),

entonces, para cada ζ fijo, Pλ(ζ) es una solución, ψ(N )
ζ

, de la ecuación 4.29.

DEMOSTRACIÓN. Demostremos la proposición con una consecución de igualdades. En

primer lugar, podemos desarrollar a Pλ como una suma de determinantes de orden N −1,

como se ve en (4.31). El desarrollo en determinantes será a partir de la columna que tiene la

misma variable que el término correspondiente de la suma que define a E (N ), veamos

E (N )Pλ(ζ) =
1

V (ζ)

N∑

ĵ=1

2cos(ζ ĵ )
N∑

î=1

(−1)î+ ĵ PN−î+λî
(ζ ĵ )det

[
PN−i+λi

(ζ j )
]

1≤i , j≤N ,i ̸=î , j ̸= ĵ
.

Luego, utilisando que los polinomios Pn satisfacen al ecuación (1.5), del capítulo 1 y traba-

jando por separado los términos correspondientes a î = N , se obtiene que

E (N )Pλ(ζ) =
1

V (ζ)

N∑

ĵ=1

N−1∑

î=1,
λ−e î∈Λ

(N ),

λ+e î∈Λ
(N )

(−1)î+ ĵ

(
PN−î+λî−1(ζ ĵ )+PN−î+λî+1(ζ ĵ )

)
det

[
PN−i+λi

(ζ j )
]

1≤i , j≤N ,
i ̸=î , j ̸= ĵ

+ (1−δλN
)

1

V (ζ)

N∑

ĵ=1

(−1)N+ ĵ
(
PλN−1(ζ ĵ )+PλN+1(ζ ĵ )

)
det

[
PN−i+λi

(ζ j )
]

1≤i , j≤N ,i ̸=î , j ̸= ĵ

+ δλN

1

V (ζ)

N∑

ĵ=1

(−1)N+ ĵ
(
bPλN

(ζ ĵ )+ (1−a)PλN+1(ζ ĵ )
)

det[PN−i+λi
(ζ j )]1≤i , j≤N ,i ̸=î , j ̸= ĵ .
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Luego, reacomodando términos y haciendo simplificaciones menores, podemos obtener que

E (N )Pλ(ζ) =
1

V (ζ)

N∑

ĵ=1

N−1∑

î=1,
λ−e î∈Λ

(N )

(−1)î+ ĵ PN−î+λî−1(ζ ĵ )det
[

PN−i+λi
(ζ j )

]

1≤i , j≤N ,i ̸=î , j ̸= ĵ

+
1

V (ζ)

N∑

ĵ=1

N−1∑

î=1,
λ+e î∈Λ

(N )

(−1)î+ ĵ PN−î+λî+1(ζ ĵ )det
[

PN−i+λi
(ζ j )

]

1≤i , j≤N ,i ̸=î , j ̸= ĵ

+ bδλN

1

V (ζ)

N∑

ĵ=1

(−1)N+ ĵ PλN
(ζ ĵ )det

[
PN−i+λi

(ζ j )
]

1≤i , j≤N ,i ̸=î , j ̸= ĵ

+ (1−aδλN
)

1

V (ζ)

N∑

ĵ=1

(−1)N+ ĵ PλN+1(ζ ĵ )det
[

PN−i+λi
(ζ j )

]

1≤i , j≤N ,i ̸=î , j ̸= ĵ

+ (1−δλN
)

1

V (ζ)

N∑

ĵ=1

(−1)N+ ĵ PλN−1(ζ ĵ )det
[

PN−i+λi
(ζ j )

]

1≤i , j≤N ,i ̸=î , j ̸= ĵ
.

Notemos entonces que cada caso tiene la forma de un desarrollo en determinantes, por fila,

de tamaño N −1, como se ve en (4.30), por lo tanto,

E (N )Pλ(ζ) =
N−1∑

î=1,
λ−e î∈Λ

(N )

Pλ−e î
(ζ)

+

N−1∑

î=1,
λ+e î∈Λ

(N )

Pλ+e î
(ζ)+δλN

bPλ(ζ)+ (1−aδλN
)Pλ+eN

(ζ)+ (1−δλN
)Pλ−eN

(ζ)

∗
=

N∑

î=1,
λ−e î∈Λ

(N )

Pλ−e î
(ζ)+

N∑

î=1,
λ+e î∈Λ

(N )

(1−aδλN
)δN−î Pλ+e î

(ζ)+δλN
bPλ(ζ)

= L(N )Pλ(ζ).

En la igualdad ∗ se elimina el término −δλN
Pλ−eN

(ζ), ya que si λN ̸= 0 entonces el término

se anula y en caso contrario λ−eN ∉Λ
(N ). De esta forma queda satisfecha la ecuación. □

Por lo tanto la Proposición 4.5, comprueba que los polinomios de Schur generalizado

Pλ(ζ) son funciones propias del Laplaciano generalizado L(N ), asociadas a E (N ) evaluado en

cada ζ fijo.

4. Transformada de Fourier y Análisis espectral.

El razonamiento en esta sección es idéntico al del capítulo 3, por esta razón con el fin de

ser más concisos, damos menos contexto intuitivo. Definimos la transformada de Fourier, y

su transformada inversa, y luego diagonalizamos L(N ) para encontrar su espectro.

Definición 4.6. Se define la transformada

F : H (N )
−→ ℓ2

(
Λ

(N );∆(N )
)

f −→ f̂
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donde

f̂ (λ) =
(
F f

)
(λ) :=

〈
f ,Pλ

〉
∆̂(N ) (4.32)

Definamos además F
−1.

Definición 4.7. La transformada:

F
−1 : ℓ2

(
Λ

(N ),∆(N )
)
−→ H (N )

f̂ −→ f

se define como:

f (ζ) =
(
F

−1 f̂
)

(n) =
〈

f̂ ,P (ζ)
〉

∆(N )
:=

∑

λ∈Λ(N )

f̂ (λ)Pλ(ζ)∆(N )
λ

. (4.33)

Proposición 4.8. F
−1 es inversa de F

DEMOSTRACIÓN. Primero probemos que F
−1

F = i dH (N ) . Sea f ∈ H (N ), f tiene un desa-

rrollo en la base
{
Pλ

}
λ∈Λ(N ) , y este desarrollo coincide con la expresión obtenida al aplicar las

definiciones de F
−1, en (4.2) y F , en (4.1).

F
−1

F
(

f
)
=

〈 〈
f ,Pλ

〉
∆̂(N ) ,P (ζ)

〉

∆(N )
=

∑

λ∈Λ(N )

〈
f ,Pλ

〉
∆̂(N ) Pλ(ζ)∆(N )

λ
= f (ζ).

Ahora veamos que FF
−1 = i dℓ2

(
Λ(N ),∆(N )

). Sea f̂ ∈ ℓ2
(
Λ

(N );
∆

(N )
)
, se cumple la siguiente con-

secución de igualdades,

FF
−1

(
f̂
)
=

〈
∑

µ∈Λ(N )

f̂ (µ)Pµ(ζ)∆µ,Pλ

〉

∆̂(N )

=
∑

µ∈Λ(N )

f̂ (µ)∆µ

〈
Pµ,Pλ

〉

∆̂(N )
= f̂ (λ).

Para obtener la primera de estas basta con aplicar las definiciones de F
−1, (4.2), y F ,(4.1), y

luego efectuar el producto
〈

f̂ ,P (ζ)
〉

∆(N )
, como se define en (4.26); para la segunda basta con

aplicar linealidad y para la tercera debe notarse que

〈
Pµ,Pλ

〉

∆̂(N )
=

{
0, si λ̸=µ

1

∆
(N )
λ

, si λ=µ .

Por lo tanto F
−1 es inversa de F . □

Teniendo probado que F es un isomorfismo, pasemos a probar que, además, es isome-

tría.

Proposición 4.9. F conserva el producto interno entre H (N ) y ℓ2
(
Λ

(N ),∆(N )
)
.

DEMOSTRACIÓN. Sean f , g ∈ H (N ), podemos utilizar sus desarrollos con elementos de la

base
{
Pλ

}
λ∈Λ(N ) y luego la linealidad de 〈·, ·〉

∆̂(N ) , de donde

〈
f , g

〉
∆̂(N ) =

∑

λ,µ∈Λ(N )

〈
f ,Pλ

〉
∆̂(N ) ∆

N
λ

〈
g ,Pµ

〉

∆̂(N )
∆

N
µ

〈
Pλ,Pµ

〉

∆̂(N )
=

∑

λ∈Λ(N )

〈
f ,Pλ

〉
∆̂(N )

〈
g ,Pλ

〉
∆̂(N )∆

N
λ .
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Para la tercera igualdad se utilizó, al igual que en la proposición anterior, la ortogonalidad de

los polinomios Pλ y Pµ. La expresión resultante corresponden claramente con la definición

de f̂ y ĝ , (4.1), sustituyendo obtenemos que

〈
f , g

〉
∆̂(N ) =

∑

λ∈Λ

(
F f

)
(λ)

(
Fg

)
(λ)∆N

λ =
〈
F f ,Fg

〉
∆(N ) .

Por lo tanto, F también conserva el producto interno entre H (N ) y ℓ2
(
Λ

(N );∆(N )
)

□

Solo nos resta probar que L(N ) y E (N ), efectivamente, son conjugados vía F .

Teorema 4.10. E (N ) es autoadjunto y cumple que

L(N )
=FE (N )

F
−1. (4.34)

DEMOSTRACIÓN. Al igual que en el caso de una variable, E (N ) es un operador de multi-

plicación que toma valores reales, con este argumento se puede comprobar fácilmente que

E (N ) es autoadjunto.

Probemos que F
−1L(N )

F = E (N ). La siguiente cadena de igualdades sigue de aplicar las defi-

niciones para la transformada F , (4.1) y la acción del Laplaciano L(N ), (4.28)

F
−1L(N )

F
(

f
)

=F
−1





N∑

i=1
λ−ei∈Λ

N

(F f )(λ−ei )+
N∑

i=1
λ+ei∈Λ

(N )

(1−aδλN
)δN−i (F f )(λ+ei )+δλN

b(F f )(λ)





=F
−1





N∑

i=1
λ−ei∈Λ

(N )

〈
f ,Pλ−ei

〉

∆̂(N )
+

N∑

i=1
λ+ei∈Λ

(N )

(1−aδλN
)δN−i

〈
f ,Pλ+ei

〉

∆̂(N )
+δλN

b
〈

f ,Pλ

〉
∆̂(N )





=F
−1





〈
f ,

N∑

i=1
λ−ei∈Λ

(N )

Pλ−ei
+

N∑

i=1
λ+ei∈Λ

(N )

(1−aδλN
)δN−i Pλ+ei

+δλN
bPλ

〉

∆̂(N )



 .

La última igualdad es consecuencia de la linealidad de los productos internos. Además como

la familia
{
Pλ

}
λ∈Λ(N ) soluciona (4.29), se tiene

F
−1L(N )

F
(

f
)
=F

−1




〈

f ,
N∑

j=1
2cos(ζ j )Pλ

〉

∆̂(N )



=F
−1




〈

N∑

j=1
2cos(ζ j ) f ,Pλ

〉

∆̂(N )



 .

De donde aplicando F
−1 obtenemos:

F
−1L(N )

F
(

f
)
=

∑

λ∈Λ(N )

〈
N∑

j=1
2cos(ζ j ) f ,Pλ

〉

∆̂(N )

Pλ∆
(N )
λ

= f (ζ)
N∑

j=1
2cos(ζ j ).

□

El Teorema 4.10, nos trae como consecuencia el siguiente resultado.

Proposición 4.11. L(N ) es simétrico con respecto a 〈·, ·〉
∆(N )
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DEMOSTRACIÓN. Para φ, ϕ, ∈ ℓ2
(
Λ

(N ),∆(N )
)
, se cumplen las siguientes igualdades. Co-

mo F
−1L(N )

F = E (N ) se tiene la primera igualdad, y teniendo en cuenta que F es una iso-

metría, se conserva el producto interno al aplicar F a cada miembro, obteniendo la segunda

igualdad,
〈

L(N )ϕ,φ
〉

∆(N )
=

〈
(F−1E (N )

F)ϕ,φ
〉

∆(N )
=

〈
E (N )

Fϕ,Fφ
〉

N
.

Luego, como E (N ) es autoadjunto y F
−1 también es isometría se tiene que

〈
E (N )

Fϕ,Fφ
〉

N
=

〈
Fϕ,E (N )

Fφ
〉

N
=

〈
ϕ, (F−1E (N )

F)φ
〉

∆(N )
=

〈
ϕ,L(N )φ

〉

∆(N )

□

Este conjunto de resultados nos permite diagonalizar el Laplaciano L(N ). El cálculo del

espectro es factible, encontrando los valores complejos donde (E −ω)−1 no está acotada.

Teorema 4.12. Sea L(N ) definido como en (4.28), con N ≥ 2 actuando sobre ℓ2
(
Λ

(N );∆(N )
)
, con

a = pq < 1 y b = (p +q) ∈R, se tiene que:

0. Si q ∈ (−1,1) y p ∈ (−1,1),

σ
(
L(N )

)
=σ

(
E (N )

)
=

[
−2N , 2N

]
. (4.35)

1. Si p > 1 y q ∈

(
−1, 1

p

)
,

σ
(
L(N )

)
=σ

(
E (N )

)
=

[
−2N , 2(N −1)+p +

1

p

]
. (4.36)

2. Si q <−1 y p ∈

(
1
q

,1
)
,

σ
(
L(N )

)
=σ

(
E (N )

)
=

[
−2(N −1)+q +

1

q
, 2N

]
. (4.37)

3. Si q <−1 y p > 1,

σ
(
L(N )

)
=σ

(
E (N )

)
=

[
−2(N −1)+q +

1

q
, 2(N −1)+p +

1

p

]
. (4.38)

DEMOSTRACIÓN. Encontrar el espectro de L(N ) es equivalente a encontrar el espectro

de E (N ), en todos los regímenes de parámetros, ya que E (N ) es unitariamente equivalente a

L(N ). Las hipótesis del Teorema espectral, en la forma de operador de multiplicación, ver en

[H13], se pueden comprobar sin inconvenientes utilizando los resultados parciales de este

capítulo. Por lo tanto nos concentraremos en encontrar el espectro del operador E (N ), que

es de un tratamiento mucho más sencillo. Utilizaremos las mismas ideas que para el cálculo

del operador E , en una variable. Notemos que E (N ) −ω tiene inversa no acotada en el caso

Caso 1. Para todos los valores de ζ que esté definida la inversa, debe cumplirse que

(
E (N )

−ω
)−1 (

f
)
=

f(
E (N ) −ω

) (ζ).
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Analicemos entonces la no acotación de esta expresión
〈(

E (N )
−ω

)−1
f ,

(
E (N )

−ω
)−1

f

〉

∆̂
N
1

=
1

N !

∫π

0
...

∫π

0

f (ζ)2

(E (N )(ζ)−ω)2
∆̂

(N )(ζ)dζN , ...dζ1

+
1

(N −1)!

∫π

0
...

∫π

0
Ap (ζ)

f (ζ(1,N−1),ϵp )2

(E (N )(ζ(1,N−1),ϵp )−ω)2

× ∆̂
(N−1)(ζ(1,(N−1))dζN−1, ...dζ1.

Es fácil ver que la primera integral múltiple está acotada si ω no está en la imagen del ope-

rador E (N ), si ω ∉ [−2N , 2N ], y la segunda está acotada si ω no está en la imagen que puede

alcanzar E (N )(ζ(1,N−1),ϵp ), que sería ω ∉

[
−2(N −1)+p +p−1 , 2(N −1)+p +p−1

]
. Por lo tan-

to,

σ
(
L(N )

)
=σ

(
E (N )

)
⊆

([
−2N , 2N

]
∪

[
−2(N −1)+p +p−1 , 2(N −1)+p +p−1

])
.

Además, si consideramos que f = 1, se tiene que
〈(

E (N )
−ω

)−1
,
(
E (N )

−ω
)−1

〉

∆̂
N
1

=
1

N !

∫π

0
...

∫π

0

1

(E (N )(ζ)−ω)2
∆̂

(N )(ζ)dζN , ...dζ1

+
1

(N −1)!

∫π

0
...

∫π

0
Ap (ζ)

1

(E (N )(ζ(1,N−1),ϵp )−ω)2

× ∆̂
(N−1)(ζ(1,N−1))dζN−1, ...dζ1,

de donde se tiene que:
([
−2N , 2N

]
∪

[
−2(N −1)+p +p−1 , 2(N −1)+p +p−1

])
⊆σ

(
E (N )

)
=σ

(
L(N )

)
.

Entonces tenemos la igualdad por doble inclusión. Nótese que el conjunto de valores reales

que puede alcanzar el espectro es

ω ∈

[
−2N ,2(N −1)+p +

1

p

]

Para el análisis del Caso 2, podemos seguir idénticamente el razonamiento para la sin-

gularidad ϵq . En el Caso 3, el análisis es similar.

〈
(E (N )

−ω)−1 f , (E (N )
−ω)−1 f

〉

∆̂
(N )
3

=
1

N !

∫π

0
...

∫π

0
f (ζ)g(ζ)∆̂N (ζ)dζN , ...dζ1

+
1

(N −1)!

∫π

0
...

∫π

0
Ap (ζ)

1

(E (N )(ζ(1,N−1),ϵp )−ω)2
∆̂

(N−1)(ζ(1,N−1))dζN−1, ...dζ1

+
1

(N −1)!

∫π

0
...

∫π

0
Aq (ζ)

1

(E (N )(ζ(1,N−1),ϵq )−ω)2
∆̂

(N−1)(ζ(1,N−1))dζ(N−1), ...dζ1

+
2

(N −2)!

∫π

0
...

∫π

0
B(ζ)

1

(E (N )(ζ(N−1)
1 ,ϵq ,ϵp )−ω)2

∆̂
(N−2)(ζ(1,N−2))dζ(N−2), ...dζ1.

En este caso se puede usar el mismo razonamiento que en el Caso 1, y anlaizar cada integral

de forma general y luego de forma partícular para f = 1. Obteniendo entonces

ω ∈
[
−2N ,2N

]
∪

[
−2(N −1)+p +

1

p
,2(N −1)+p +

1

p

]
∪

[
−2(N −1)+q +

1

q
,2(N −1)+q +

1

q

]
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∪

[
−2(N −2)+p +

1

p
+q +

1

q
,2(N −2)+p +q +

1

q
+

1

p

]
=

[
−2(N −1)+q +

1

q
,2(N −1)+p +

1

p

]
.

En el Caso 0, el análisis es solo sobre la N-integral múltiple, dando como resultado que

ω ∈
[
−2N , 2N

]

Con esto tenemos totalmente descrito el espectro de L(N )
□
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