El espectro del Laplaciano discreto en Z, mediante la ortogonalidad de
polinomios de Bernstein-Szego, y funciones de Schur generalizadas.

Adrién Vidal Delgado

Tesis presentada en el cumplimiento parcial de los requisitos

para el grado de Magister en Ciencias

Director: Jan Felipe van Diejen.

Instituto de Matematica

Universidad de Talca

Abril 2024



Resumen

El objetivo principal de ésta tesis es determinar la descomposicién espectral del Lapla-

ciano
@(n-D+ep(n+1), n>0

(L) (r) = { 1-a)p)+bp(0), n=0

actuando en el espacio de Hilbert ¢2 (2+), con condicién de borde homogénea, biparamé-
trica en n = 0. Se utilizardn herramientas de teoria de polinomios ortogonales, y célculo de
residuos. Todos los resultados se extenderdn al caso multivariado mediante funciones gene-

ralizadas de Schur.
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Introduccion

Para a, beR con 1 —a > 0, la matriz tri-diagonal semi-infinita

0.1)

representa un analogo discreto al Laplaciano con condiciones de Robin [BFK17]|, en la rec-
ta real positiva. Se puede deducir de la literatura que los vectores propios para esta ma-
triz tri-diagonal se construyen facilmente en términos de polinomios de Bernstein-Szego
[DS06, [GI17]. Tradicionalmente, los polinomios de Bernstein-Szegd desempefian un rol im-
portante tanto en el estudio de las asintotas de alto grado para polinomios ortogonales[S75],
como para la construccién de reglas de cuadratura para la integracién numeérica de funcio-
nes trigonométricas con polos dados [BCDG09, [GN89|. Ademds, recientemente ha sido ob-
servado que las raices de los polinomios de Bernstein-Szegé diagonalizan la matriz (0.I),
describiendo el espectro de una cadena de espin cudntica finita XX en presencia de campos
magnéticos verticales que actiian en sitios limite [DSV24].

El objetivo principal de esta tesis es determinar la descomposicién espectral de la matriz J
en el espacio de Hilbert ¢2 (Z,). Se demostrard que para valores pequefios de a y b,
correspondiente al llamado ‘régimen repulsivo), el espectro discreto de J es absolutamente
continuo y llena la banda [-2,2], mientras que para mayores valores de los pardmetros a y
b, el llamado ‘régimen atractivo’, surge un espectro discreto que consta de uno o dos valores
propios adicionales en R\ [-2,2] . En el régimen de pardmetros repulsivo, a partir de las re-
laciones de ortogonalidad bien conocidas para los polinomios de Bernstein-Szeg6, podemos
determinar la descomposicion espectral; mientras que en el régimen de pardmetros atractivo
las relaciones de ortogonalidad deben extenderse al caso de valores de pardmetros grandes
mediante un cdlculo de residuos que produce masas discretas adicionales en la medida de
ortogonalidad pertinente.

Un segundo objetivo de la tesis es extender los resultados anteriores a un entorno multiva-
riado por medio de los polinomios de Schur generalizados de Macdonald asociados con los
polinomios de Bernstein-Szegt[DE18, M92, [SV14]. Esto nos proporciona la descomposicién
espectral de una generalizacién multivariada del laplaciano discreto codificado por J (0.I),

que actia en un espacio de Hilbert de funciones soportadas en las particiones de longitud
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4 CHAPTER 0. INTRODUCCION

menor que N, donde N es la cantidad de variables.

La tesis se divide en cuatro capitulos, los tres primeros se dedican a resolver el problema para
una variable y el cuarto a extender los resultados a N variables. En el capitulo|[I|se presenta el
Laplaciano discreto y se encuentran vectores propios de este laplaciano, presentados como
combinacién lineal de polinomios de Chebyshev tipo 2. En el capitulo |2 se muestra como
esta familia de polinomios son base de un espacio de Hilbert para cada régimen de pardme-
tros del Laplaciano. En el capitulo [3|se diagonaliza el Laplaciano y se encuentra su espectro.
El capitulo 4| consta de varias secciones en las cuales se generalizan los resultados de los ca-
pitulos anteriores para finalmente encontrar el espectro de la generalizacién del Laplaciano

a N variables.



Capitulo 1

Laplaciano discreto en Z, con condiciones de borde

homogéneas.

1. Laplaciano discreto

Las siguientes relaciones de recurrencia se definen para ne Z, := {n € Z| n= 0},
y(n+1)+yn-1)=Eyn), (1.1

donde la aplicacién ¢ : Z, — C y E una constante con respecto a n. Ademads, como condi-

cién de borde, para n = 0 establezcamos que
Y(=1):=—ay1)+by(0) . (1.2)

donde consideramos los parametros a € [-oco,1] y b € R. Las relaciones y se pueden

codificar mediante la accion sobre el espacio de Hilbert ¢ (Z..), de la matriz tri-diagonal
L:= . (1.3)

La matriz semi-infinita L, actuando sobre ¢2 (Z+), describe el siguiente Laplaciano,

@(n-D+epn+1), n>0

(1-@)p1)+bg(0), n=0 " (1.4

(L) (n) = {
También se puede definir de forma equivalente mediante una funcién delta de Kronecker,
6}’1)

(Lo)(n) =1 -6)pn—-1)+bd,pn)+(1—-ady)en+1). (1.5)

Utilizando tanto (1.4) como (1.5), ¥ seria solucién de la ecuacién

(L) (n) = E@(n). (1.6)

Para encontrar los valores y funciones propias nos auxiliaremos de elementos bésicos
de teoria espectral y de polinomios ortogonales. Estas herramientas nos permitirdn hallar el

espectro de Ly sus funciones propias de forma explicita.
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6 CHAPTER 1. LAPLACIANO DISCRETO EN Z; CON CONDICIONES DE BORDE HOMOGENEAS.

2. Solucién del problema de valor propio en términos de los polinomios de Chebyshev.

Veamos que existen soluciones de (I.6) mediante la combinacién lineal de polinomios
de Chebyshev tipo 2.

Proposicién 1.1. Sean { € C y E =2cos({) entonces

Y (n) =y (n) = Uy (cos()) = bUp-1 (cos()) + aUp—2 (cos(()) 1.7)

sin((n+1){)

es solucion de (L6), donde U, (cos(()) = n(0)

grado n.

es el polinomio de Chebyshev tipo 2 de

DEMOSTRACION. Comprobemos que v satisface la condicién de recurrencia (1.6) para
n = 1. Comencemos sustituyendo v la ecuacion (1.6), y para simplificar escribamos
U, (cos(()) = Uy, de donde:

yn+1)+yn—1) = (Ups1 —bUy+aUy—1) + (Up—1 — bUp—2 + aUy_3) , (1.8)

Utilicemos la propiedad bésica de los polinomios de Chebyshev, Uj,+1 (x)+Up—1 (x) = 2xU, (x).

Tomando como x = cos({) y obtenemos que:
Uns1+Up-1= 2cos()U, =EUy,
Un-1+Up-3=2c08(()Up—2=EUp—2 y
U,+Up—2=2cos((Uy,-1 = EUp_;.
Sustituyendo en el miembro derecho de la expresién (1.8), esta se escribe como
y(n+1)+yn-1)=E(Uy,—bUp_1 +aUy—2) = Ey(n) .

Para el caso n =0, basta sustituir ¥ en la ecuacién (1.6), y comprobar la ecuacién resul-
tante:
by (0)+ (1 - a)y(1) = Ey(0). (1.9)

Notemos que U1 (cos({)) = :ﬁ]}% =0, de donde:

w(0) =Up + aUy-»,
I,U(l) = Ul — on.

Sustituyendo en el miembro izquierdo de la ecuacién (1.9), luego agrupando términos y sim-

plificando se tiene:
by(0)+ (1 -ayQ) =b(Uy+aUy—2) + (1 -a) (U —bUp) = ab(U-2 + Up) + (1 — a) Uy.

Ademas, se tiene que:

sin () B
Yo = sin () =b
sin (=) -
2T
- sin (2¢) _E
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de esta forma:
by (0)+ (1 - @y(l) =1 -a)E = Ey(0) .
Por lo tanto, v satisface la ecuacion (L.6), para ne€ Z,. O

Tenemos entonces que ¥, es formalmente una funcién propia, para cada ¢ fijo, del La-
placiano L. Hasta el momento no hemos fijado un intervalo para {, pero tiene sentido pen-
sarlo como subconjunto de [0, 7], porque la funcidn coseno es par y periédica. El siguiente

paso seria intentar describir el espectro del Laplaciano utilizando el resultado (I.1I).



Capitulo 2

Relaciones de Ortogonalidad.

En este capitulo se estudia la ortogonalidad de las soluciones 1, de la ecuacién del
Capitulo como funciones de (. Se expresa {y,({)} nez, €omo una familia biparamétrica de
polinomios de Berntein-Szegd, y se analiza su ortogonalidad para valores pequenos de los
pardmetros mediante una descomposicién en residuos. Segtn el régimen de los pardmetros
asociados a la familia biparmétrica se puede encontrar una modificacién del producto in-

terno para lograr ortogonalidad en todo el régimen de pardmetros que corresponde a a < 1.

1. Relacién de Ortogonalidad para p,q € (-1,1).

Vamos a definir con mds especificidad los espacios sobre los que probaremos algunas
propiedades ttiles de ahora en adelante. Consideremos ¢2 (Z+;A), con el siguiente producto

interior,
(@, 0)p =Y @GN, @, pel?(Z4;A), @.1)
n=0

donde la medida en un punto se define como

1 _
A= { T=a =0 2.2)

1 nz1

Proposicién 2.1. El laplaciano L es simétrico respecto al producto interior en ¢*(Z;A). Es

decir:
(Lo, )y = (@, L), -

DEMOSTRACION. Para realizar la prueba, debemos comprobar la siguiente cadena de

igualdades:

(Lo, p) =D (p(n—1)+pn+1)pn)A, =Y -1 +dpn+1A, = (o, Lp),. (2.3)

n=0 n=0
La primera y tercera estdn dadas por la definicién del producto interno. Para probar *, sen-

cillamente veremos que cada término del miembro derecho es la combinacién de elementos

del miembro izquierdo, y viceversa. Estudiemos por separado los términos n=0y n = 1.

(Lo, ), = (1= @)p()p(0)Ag + b(0)p(0) Ag + p(2)P(L)A; + p(0)p(1) A

+) @+ D +@n-1)pnA,

n=2

8



1. RELACION DE ORTOGONALIDAD PARA p, g € (-1,1). 9

=p0)p(1) + b1 - a) ' p(0)p(0) + p(1)P(0) + p(2)Pp(1) + Y. (p(n+1) +p(n—1))p(n)A,

n=2

=1 - a)p0)Pp(1)Ag + bp(0)p(0)Ag + P(L)H(0) + p2)P(1) + Y (p(n+1) +p(n—1)Pp(m)A,

n=2
(e 0]
= @p(0)(LP)(0)Ag + p(1)¢p(0) + p(2) (1) + Z (pn+ 1) +@n—-1))dpmA,.
n=2
Notemos que en el cdlculo anterior obtuvimos el primer término, ¢(0)(L¢)(0)Ay, del miem-
bro derecho de la igualdad *, el correspondiente a n = 0. Los dos términos restantes que no
estdn integrados en la suma tributardn a recuperar las expresiones para n =1y n =2, respec-

tivamente. Asumiendo que podemos hacer este razonamiento hasta n = k — 2, tendriamos:

k-2 oS} -
Z @n)(LP) (M)A, +lk—1Dp(k—2)Ag—2 + @)k — 1) A1 + Z (Lp)(m)p(n)Ay,. (2.4)
n=0 n=k

Notemos que los dos términos que no estan incluidos en las sumatorias son obtenidos como
resultado de descomponer a (L) (k—2)¢p(k —2) v (Lp)(k—1)¢p(k — 1), respectivamente. Ahora
extraigamos de la sumatoria de la derecha los términos n=kyn=~k+1,

k-2 - — —_—
Z o) (LP)(n)A,+p(k—1)p(k —2)Ag_2+p(k)p(k — 1)Ag_1+@(k—1)Pp(k) A +p(k+1)p(k) A

n=0

+p(K)dk+ DAk + ok +2)Pp(k+ D Aks + Z (Lp)(m)p(n)A,.
n=k

En este caso, teniendo en cuenta que A; = A jsii,j#0, el primer y el tercer término fuera
de las sumatorias se pueden agrupar, dando lugar a ¢(k — 1)(L¢p)(k—1)Aj_;. De la misma
forma se agrupan el segundo y quinto término dando lugar a ¢(k)(L¢p)(k)A. De donde (2.4),

se convierte en:

k - - . o) _
Z () (LP)(M)Ap +pk+ 1)) A+ @k +2)p(k+ 1) Aji1 + Z (Lo(m)p(n)Ay,.
n=0 n=k+2

Notemos entonces que para todo k # 0 el primer sumando de (L) (k)$p(k)A, tributa a
@(k—1)(Lp)(k—1)Ak_1, y el segundo sumando a ¢(k +1)(L¢)(k + 1)Ag4;. Por lo tanto,

(Lp,p)p =D L) mPm)Ap =Y @n)(LP)(m)Ay = (@, Lp), .
n=0 n=0

O

A continuacion se muestra que {y,({ )}nel+’ puede expresarse como polinomios de Bernstein-
Szegd. Aqui definiremos los pardmetros p y g, que son fundamentales en el entendimiento

del problema.
Proposicion 2.2. Las funciones y;(n) se pueden escribir como polinomios de Bernstein-Szego,
we(n) = Pu(Q) = c)e™ + c(=0)e ™", (2.5)

donde las constantes c({) estdn definidas como

(1 - pe‘i() (1 - qe‘ic)
1—e2i¢

c):= ) (2.6)



10 CHAPTER 2. RELACIONES DE ORTOGONALIDAD.

con las relaciones a = pq, b = p + q entre los pardmetros.
DEMOSTRACION. Recordemos que ¥ (n) = Uy (cos()) — bUy,—1 (cos(()) + aUy,—2 (cos(()),
donde U, es el n—ésimo polinomio de Chebyshev. Nétese que:

sin((n+ 1)) ¥+ _ g=il(n+1)
sin(¢) eil — =il

U (cos(0) =

de donde sustituyendo y agrupando términos se tiene que

ei((nﬂ) _ bei(n + aei((nfl) e*i((nJrl) _ be*i(n + ae—i((nfl)

ye(n) = T i _ il

Ahora, sacando un factor e*” y e"¢" en cada fraccién, respectivamente; luego multiplicando

il il . o
por & y %, respectivamente, obtenemos la expresion:

1-be ® +ae ¢ 1-be’ +ae® _.
ye(n) = ' eltn 4 . ~i¢n,
1—e2iC 1-—e2iC
Luego, se pueden factorizar los numeradores teniendo en cuanta las relaciones a= pqy
b = p+q (las relaciones de ortogonalidad se pueden comprobar en la siguiente proposicién).

0

La notacién y¢(n) se seguird utilizando para hablar de esta funcién propia como de-
pendiente de n, y con { fijo. En cambio, se utilizard la notacién P, ({) para referirnos a ellas
como funciones de { con un = fijo. En el caso en que se escriba alguna de las anteriores sin
subindice, se estd haciendo referencia a que atin no estan fijo n o . Esta aclaracion es ttil

para entender las demostraciones de capitulo

Veamos ahora la ortogonalidad de {Pn}neL como funciones de {. Sea

~ 1
A()i=—— 2.7
©= e @7

se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3. La familia {Pn} ez, © ortogonal en [? ([0,7[];3), bajo el producto interno

(fi8)a,= [ FOROROAL 2.8

Sean p, q € (—1,1), entonces se cumple la siguiente relacion de ortogonalidad:

L n=m
<P"'Pm>30 = { AOn n#m

DEMOSTRACION. La expresion a probar tiene un argumento par, ademds, tiene periodo

7, entonces por comodidad trabajamos con la integral en [0, 27],

T =N 1 27 =
fo Py PR @AQdC = fo PaQ P @A) AL,
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Abordamos el célculo de esta integral haciendo un cambio a variable compleja y utilizando

el Teorema de los residuos de Cauchy. Antes simplifiquemos un poco la integral a calcular
7! T PO P AL = - J 7L it it itn 20 s g
2Jo 4 Jo  c(=0) 409

Ahora trabajaremos por separado los tres términos de la Gltima expresién como integrales

independientes:
1 r2m . .
II:E | e’((”_””+e‘((m_")d(,
1 an C(() i{(n+m)
=— — e d
Ty ¢ ¥
1 2n

_ C(_() —i{(n+m)
Ty @ ¢ .

Se debe agregar que I, I, e I3 se utilizardn como expresiones numéricas, como el resultado

I3

de calcular estas integrales planteadas aqui. En lo adelante cambiaran los valores que pue-
den tomar py gy eso transformard el resultado de estas integrales. Sin embargo, se deben
entender a I, I e I3 como los resultados que obtengamos en esta demostracién. Hecha la
aclaracion, se puede calcular facilmente I; y se obtiene

Il _ {0, si nZm

1 si n=m

Para el célculo de I, utilizando la definicién dada en (2.6), se pueden comprobar las

igualdades
c@) _ l-(p+qe+pqg  fl-bell+a

=0 1-(p+qei+pqge?iz  1-bell +qe2il’
Con el objetivo de transformar I en una integral sobre el circulo unitario y descomponerla

(2.9)

mediante sus residuos en los puntos singulares, efectuamos el cambio de variable €*¢ = z.

Veamos que

12T @) e gy - =1 f” b 4 itinim 4
dnJo  c(=0) 4m Jo 1-Dbel + ae*z

: 2

i zc—bz+a _

:—f —zn+m ldz_
am

lzj=1 1 — bz + az?
El argumento de la dltima integral lo denotaremos por comodidad como
+ _ Z*—bz+a n+m-1 _ (Z_p) (Z_q) n+m-1
Tam(@) = 1-bztaz2” - 1 1 ‘ '
(==3)(==3)pa

Para n+m =1, f;/,,(2) es holomorfa en |z| < 1 ya que las posibles singularidades estarian
en las raices del denominador de la fraccion. Estas serian q_l, p‘l, pero p,q € (-1,1), de
donde, f,;r m(2) no tiene singularidades en el circulo unitario. Por tanto, para n+m =1, I» =0.
En el caso de que n = m = 0 existe una singularidad en z = 0, es el tinico caso que queda
porque estamos en el contexto de los enteros no negativos. Vale decir que esta singularidad
no deberia afectar el valor final del producto interno, pues no esté relacionada con la medida,

ni con los polinomios P, es mds bien consecuencia del cambio de variable que utilizamos.
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En este caso podemos aplicar el Teorema de los residuos de Cauchy y encontramos un valor
concreto para este residuo,

i a
I, = — (2miRes ( N z))z—
= 4o [2riRes £502
Con este dltimo andlisis tenemos que

0, si n,m#0
L= .
2 -4 si n=m=0

5"
Vale la pena aclarar que los residuos en g~ y p~! serédn relevantes en lo adelante, a pesar de

esa razon se deben calcular y obetener como resultado:

1_ 1_
n Resq—l (fr-t':m(z)) — M

que no afecten el valor del producto interno para este régimen de los pardmetros p y q. Por
- -1

— ) q (n+m-1)

(4 “p)Pd

y

R B + = (%_—

= Res, 1(fn,m(z)) (l—l pq
p 4q

El resto de la demostraciéon se concentra en encontrar el resultado explicito de I5. Efec-
bola de radio 1:

tuamos el mismo cambio de variable, y en este caso existen tres singularidades dentro de la

. .
1 27 ¢(={) o in+m) 4 =—_1 21 1 — pell + ge lze_i((”J'm)d(
4w Jo  c(() am Jo €2 —pell +a
B i

1-bz+az®

- > Z—(n+m+1)dz_
A7 Jiz=1 2°—bz+a
Similar a como hicimos para trabajar con I, usaremos la notacién

fam(@ =

1 1
women 3]
1-bz+az —(n+m+1) _ ( P q)P9 —(n+m+1)
2 _hota? - :
z2—bz+a

(2=p)(z-4)

Notemos que en este caso para cualesquiera valores de m, n existe una singularidad en el

origen para f;, ,(z). Ademds, existen otras dos singularidades, p y q. Podemos descomponer
I3 en la suma de sus residuos, sobre las tres singularidades ya mencionadas,

I = o (Zni (Reso (fn_,m(Z)) + Res) (fn_,m(Z)) +Resy (f,;m(z))))

(2.10)
Los residuos en p y en g, son polos de orden uno y se obtienen con poca dificultad:
= Resp (f,;m(z)) = w ~(n+m+1)_

= Resg (f,;m(z)) = W ~(n+m+1)

a-p

Para el caso n = m = 0 encontrar el valor del polo en el origen es un sencillo cdlculo de limite,

que tiene como resultado é Notemos que hasta este punto conocemos el valor de todas las
integrales para n = m = 0 y podemos calcular el valor total. Veamos que,

p—q

P_Q_l(p_%)(p_%)pq —1_l(q_%)(q_l)pq 11
2 2 2

qa-p 2pq - P17
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De aqui, ademds, se puede notar que

Reso (f0(2)) = - (Reso (for0(2)) + Resy (fir0(2)) + Resq (foo(2)) + a) . 2.11)

Si consideramos n + m = 1, encontrar el valor no es tan sencillo y lo haremos con mads
detalle. Notemos primeramente que f,, ,(z) tiene un polo de orden n+ m+ 1, a consecuen-
cia de esto el residuo incluye el cédlculo de derivadas de orden superior de un cociente, y
puede tornase complicado. Por esta razén se calcula mediante desarrollos en series alrede-
dor del origen. Asi que, a partir de ahora consideraremos |z| < min(|p|,|gl), lo cual no es
un problema pues estamos considerando un residuo en el origen. Efectuemos las siguientes
manipulaciones:

1 _ 1 N 1 __ 1 1 B 1 1
(z—-p)z—q) Pp-9z-p) (@G-plz—q) p-9p l—g (g-p)q 1—5'

Entonces claramente se puede desarrollar en serie el factor ; —L_ como una serie geométrica.
p

Utilizaremos algunas notaciones para aliviar los cédlculos:

1 1 1 S|z
— Z = - — = Sp.
p-q@pl-  (pP-@pix\p
Luego, tomando S, de la forma correspondiente, podemos escribir el residuo de la siguiente

forma:
n+m

Resy (f,;m(z))= (n_:m)!iig(l) e (pqzz—(p+q)z+1) (Sp+Sq). (2.12)

Ahora, teniendo en cuenta de que tanto la derivacién como el limite se pueden distribuir
sobre series si estas son convergentes, entonces para encontrar el residuo, basta con trabajar
sobre la siguiente expresion, y su equivalente para g.
n+m
}zingm(pqzzsp—(p+q)zsp+sp). (2.13)

Derivando cada término de la expresién anterior obtenemos:

an+m _ 1 e (@)! i—(n+m) ,—i-1

" gnEm Sp = Zz n+m (i— (l+k))'Z p ’
dant Ptq yoo _ @ i—(ntm)+1,—i-1

- L ~(p+@zSp =5 X2 G- aEn @ p y
antm. 2 ___ 49 yvo© _ G+2)!  i—(n+m)+2

= gmPqz Sp ~ T p—q ~i=n+m-2 Gre—u+hn~ p

Ahora, aplicar el limite hacia z =0 convierte a (2.13) en una expresion sin sumas infinitas,

—q —(n+m)+2 p q

L (n+mylp
—-q

—(n+m)-1

(n+m)lp %q(n+m)!p

Este proceso se puede repetir casi idénticamente para la expresion equivalente a (2.13) de-

pendiente de S;. Luego, multiplicando por y acomodando los términos, revela

1
(n+m)!
la estructura que necesitamos, paran+m=1

Reso (f,;m(z)) =- (Res,, (f,;m(z)) + Res, (f,;m(z))) . 2.14)
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Por tanto, para n+ m =1 la suma de los tres residuos es cero. Ya tenemos calculado el valor
de 13

-4 si n=m=0

0, si n,m#0
I3 = .

Y con esto queda demostrada la proposicién,

n=m

1
<Pn:Pm>&) = 11 +12 +Ig = { AO” n#m‘

O

En la demostracién anterior se comprobé directamente mediante cdlculos la ortogona-
lidad de los polinomios Py, en el régimen de pardmetros p, g € (—1,1). Ademas, esta demos-

tracién nos deja algunos detalles que son esenciales en la proxima seccién.

1.1. Anadlisis de la descomposicién en residuos.

1. Los polos que se estudian en la demostracién de la Proposicién[2.3] estdn dados co-
mo valores de z, si regresamos el cambio de variable utilizado quedarfan de la si-
guiente forma:

" Ep=—€p1= —iln(p) y

" Eg=—€41= —iln(qg).
Los residuos en estos puntos serdn fundamentales en el resto de la tesis y se debe
notar que los aporta la medida, ya que los polinomios estdn bien definidos en ellos.
Por esta razén es conveniente también calcular los residuos de la medida en estos

puntos. Al calcularlos se obtiene:

= Res, (3) = Res),1 (3) = W—Z)ZW y
—~ N 2_
= Res, (A) =Res (A) = m'

Vale la pena aclarar que en estricto rigor el residuo hallado no es sobre la medida
A, sino sobre el resultado de efectuar en A el cambio de variable z = ¢’¢. Entonces
estamos haciendo el calculo sobre A,, donde
2
R (1-2)
A, = o - ; . (2.15)
7 2(2-p)(z-a) (- 3) (2~ 1) pa

2. Para todos los valores n,me 7., (Pn, Pm>3 estd totalmente determinado por los va-
-1

lores de sus residuos en z=p, z=p~ ", z=q, z= q‘l,z =0, dependiendo de si se

encuentran estos valores en el circulo unitario, o no. Si definimos,
Sz = {s | si s es un polo de A}

Y X5, COMO

0, si lefS| = 1
Xg =

. ’
1, si le’| <1



2. GENERALIZACION A pg < 1. 15

entonces, independientemente del régimen de pardmetros, se tiene que para n+m =

L

1
(PuPm)3, =1 =5 | Reso (Fam@)+ X xsRes(fr (@) + from(2) (2.16)

SESR

Esto es sencillamente el resultado de aplicar el Teorema de los residuos de Cauchy,
como en la demostracién anterior, pero independientemente del régimen de para-

metros. Enelcason=m=0

1
(Po,Po)s, =11 = 5 | Reso (£ir0@) + Reso (fi0(2)) + X xcRess (firo (@) + fio(a)) | 217)

SESZ
3. Denotemos, para utilzar en la siguiente seccién, las constantes I, I» y I3 que se
utilizan en la demostracién anterior. Sea n,me 7.

11 :{0, si n#m

. y
1 si n=m

0, si n,m#0
I, =

. )
-4 si n=m=0

0, si n,m#0
I3 =

-4 si n=m=0"

Hasta el momento tenemos la relacién de ortogonalidad con el régimen de pardmetros p,q €

(-=1,1). La siguiente seccién se dedicaréd a encontrar relaciones similares para pgq < 1.

2. Generalizaciéon a pg < 1.

En esta seccién se generaliza el resultado de la Proposicion Lo que nos permitira
usar a estos polinomios como base ortogonal de distintos espacios de Hilbert.

Sea pg < 1, podemos asumir sin perder generalidad que p = g y dividir en varios casos
para simplificar el andlisis. Podemos considerar la regién p,q € (—1,1) como el Caso 0, que

ya fue analizado en la seccién[I|de este capitulo. Veamos los siguientes casos:

Casol,p>1,g€c(-1,1)
C C

lz|=1 lz| =1

T =T
Shkshs
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En el Caso 1, en la figura de la izquierda se tiene la relacién % <g<0< % <pyenla
figura de la derecha 0 < g < % <p< %.

Caso2,g<-1, pe(-1,1)
C C

|z|:1 |Z|:1

Q=1
Q=T

En el Caso 2, en la figura de la izquierda se tiene la relacion g < % <0<p< % y en la
figura de la derecha % <qg< é <p<O0.

Caso3,p>1,g<-1

lz| =1

Q|
T =T

En el Caso 3 solo hay una variante que es g < é <0< ,19 < p. Asi quedan cubiertas todas
las posibilidades para pg < 1. Nétese que la divisiéon por casos depende exclusivamente de
qué singularidades estan en el circulo unidad. A partir de ahora mostraremos que se pueden
definir espacios para cada regién de pardmetros analizada anteriormente, en los cuales la
familia {Pn}n€Z+ forma una base ortogonal. Esto serd necesario para poder describir el es-

pectro del laplaciano L. En cada caso serd necesario modificar el espacio considerando las

singularidades de la medida.

Definicién 2.4. Para el Caso 1, consideraremos el espacio I? ([O,n] Uleph; 31); para el Caso 2,

el espacio [2 ([0,71] u {eq};ﬁz); y para el Caso 3, el espacio I? ([0,71] ufeptu {eq};ﬁg). Con los
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respectivos productos internos:

(F0,80);, = fo FOBOAOAL +ay fle, 8y, (2.18)
(f©),8@0)z, = fo FOEOAQAL +aqfleq)gley), (2.19)
(F©),80))z, = fo FORZORQ AL +apf(ep)8len) +aqf g8y, (2.20)

El indice de &, con i = 1,2,3, indica el caso correspondiente. Las constantes a, y a4 se

o-3)

definen en funcion de los residuos de A :

ap:=-2nRes, (8] = I 2.21)
‘= —27R A ZM 292
4= -2nkes 3] (p-a)(1-pa)’ %22

Como se menciona en la subseccion el valor que toma fon f (()@E(C)d( en cada
caso es consecuencia de los polos de A. Entonces tiene sentido pensar que esos valores se
puedan expresar como una funcién de los polos. La siguiente proposicién confirma este co-
mentario y ademds prueba como la modificacién hecha al espacio 12 ([0, n],ﬁ) permite en-

contrar ortogonalidad en otros regimenes de pardmetros.

Teorema 2.5. Los polinomios {P,} nez,» €ON pq <1, son ortogonales, de acuerdo al régimen

de pardmetros correspondiente, en los siguientes espacios de Hilbert:
0. Sip,qe€(~1,1), son ortogonales en L? ([0, n];ﬁ).
1. Sip>1ygqgce (—1, %), son ortogonales en 12 ([0,7‘[] U {e,,};ﬁl).
2. Sig<-lype (%, 1), son ortogonales en [2 ([0,71] U {eq};ﬁg).
3. Sip>1yq<-1, son ortogonales en [2 ([O,n] Ufeptu {eq};ﬁg).

Cumpliéndose la siguiente relacién de ortogonalidad,

L n= .
<Pn,Pm>ﬁl = { Aon Z¢: ’ 1= 071)2r3- (223)

DEMOSTRACION. El Caso 0 de esta proposicion, es el probado en la Proposicién 2.3} por
lo que no se realizaré la prueba correspondiente. Comenzando con el Caso 1 y siguiendo la
segunda observacion de la subseccion (L.1), podemos escribirlo en términos de sus residuos
utilizando la expresion 2.16) (n+ m = 1).

1 -
(PuPm)s, =hi=3 (Reso (f,;m(z)) + Y x.Res, (f,;m(z) +fnjm(z))) +0pPu(€p) Py (€))

S€SR

=1 - % (Resp-1 (f,{m(z)) + Resg (f,;m(z)) +Resg (f,;m(z)) +apPu(ep)Pm,(€p).  (2.24)

Para el caso n = m = 0 se usa la ecuacién (2.17) y el razonamiento que seguiremos en lo
adelante es idéntico. Notemos que el desarrollo en residuos de las funciones f,,,, v fu

ha sido diferente al de la seccién anterior, precisamente porque han cambiado los puntos
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singulares,que tienen valor absoluto inferior a 1, de f,;,,, y de f,, ,,. Utilizando (2.14) en (2.24)

obtenemos, para n+m=1
1 . B -
(Pu,Pu)s, = 11— 5 | Resy (fn,m(z)) ~ Res, (fn,m(z)) +apPrley)Prley), (2.25)
y en su equivalente para n = m = 0 obteniendo
1 _ [
(Po.Po)s, =l —a~> (Respfl (ﬁfo (z)) ~ Res,) (fo,o(z))) +a,Po(e,) Poley). (2.26)
Se puede comprobar, después de un breve cédlculo, que
- 1 . ~
@pPulep)Prley) = 5 | Resi, (Frm(@) - Resy (Frm(2))| = 0. (2.27)

Por tanto, de (2.25) y (2.26) se tiene que Yn,m=0

1 ,=
A, =m

<Pn((),Pm(O>El =h+L+1; :{ 0 n#Fm

El Caso 2, es anélogo al anterior, pero para la singularidad z = g. Veamos que utilizando
la expresion [2.16) paran+m=1

(Pu,Pm)z, =~ % (Resq_l (£rm(@) + Reso (Frn(@) + Resp frnm(2)) | + @ Paleg) P, Eg).

Similarmente al caso anterior se puede utilizar la ecuacién (2.17) para n = m = 0. Luego,
sustituyendo (2.14) y (2.11) para los casos n+m =1y n = m =0, respectivamente, se obtiene

para el Caso 2:

+agPn(€q)Pm, (€q).

(PuPm)s, =+ L+~ % (Resqfl (£im@) - Resq( fum(2)
Verificando que:
A g Pnl€g)Pmleq) - % (Resq_l (£im@) - Resq(from (z))) =0, (2.28)
se obtiene la relacién de ortogonalidad para el Caso 2

n=m

1
(Pn,Pm)z,=h+L+I3= { AO" wim

El Caso 3 es una combinacién de los dos anteriores. En este caso, después de sustituir
2.16), <Pn,Pm)33 toma la siguiente forma en n+m =1

(PnPm)s, =6 - % (Respfl (Frm(@)) + Resyor (ftm(2)) + Reso (f,;m(z)))

+a&pPn(€p) Pm€p) + agPrleq) Pmleg),

y tendremos una expresion andloga para n = m = 0 utilizando (2.17). Sustituyendo para cada
caso n+m=1yn=m=0 las ecuaciones y[2.11] respectivamente, obtenemos en el caso

den+mz=1:
1 N . i}
(PuPu)s, =1 =3 (Respfl (£m(@)+ Resgar frem(2)) + Reso (fn,m(z)))

+apPy(€p) Pmlep) + agPnleq) Pmleg),
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yencasoden=m=0
1 + + + -
(Po.Po)s, =1~ 5 (Reso (for0(2)) + Res,1 (fi7g(@)) + Resg  f5p(2)) + Reso foyo(z)))

+apPolep)Polep) + agPoleq) Poleq),

de esta forma obtendriamos para el Caso 3:

(Pu,Pu)s, =T+ I+ 13- % (Resp-1 (£rm(2) - Res, (f,;m(z)))

1 B - -
- (Resq-l (fnfm(z)) —Resy (fn,m(z))) +apPrep)Prep) + agPp(eq) Prmley).
Luego se tiene la relacion de ortogonalidad utilizando 2.28), y

n=m

1
Py, Pp)x. =L +L+Ig=1 "% ,
< n m>A3 1 2 3 {0 ntm

y tenemos la ortogonalidad en el Caso 3. g

Numéricamente <Pn ), Py, (()>3i es igual en todos los espacios, aunque claramente las
integrales y constantes mediante las que estdn definidas son todas diferentes, pues dependen
de los pardmetros p y g. En cualquier caso podemos efectuar siempre el mismo cambio de

variable z = !¢ obteniendo para n+ m = 1 tenemos que

(P, Pm)s, =T - % (Reso (f,;m(z)) +Res,, (f,;m(z)) +Res, (f,;m(z)))

yparan=m=0

(Po,Po)z, =11 - % (Reso (£or0 (@) + Reso £5:0(2)) + Res ( f0(2)) + Resq (£ (z))) .

Por lo tanto para i = 1,2,3 podemos encontrar una curva cerrada simple y; tal que p,q,0 €
Int(y;), yque p~',q~! ¢ Int(y;). La integral sobre esta curva siempre serd igual al producto

interno
(Pn,Pm>gi = f Pl (2)P},(2)A*dz, (2.29)
Yi

donde P; (z) es el resultado aplicar el cambio de variable mencionado en el polinomio P,,.
Si tomamos i = 1 podmos sustituir la definicién del producto interno y efectuar el cambio a
variable compleja obteniendo

f Pi(2)P}(2)A*dz = f| | P} (2P, (2)A*dz +apPr(p)Phy(p) (2.30)
71 zl=1

La igualdad anterior es la guia intuitiva de la demostracién de la Proposicién A lo largo
del capitulo hemos probado que la familia biparamétrica de polinomios de Bernstein-Szegg,
{P"}n€Z+’ es ortogonal en cualquiera de los espacios de Hilbert anteriormente menciona-
dos, para el correspondiente régimen de pardmetros. Ademads, no es dificil comprobar que

el dlgebra generada por esta familia A({Pn} ) es densa en C[0, 7], aplicando el Teore-

neZ.
ma Stone-Weiesstrass, véase Teorema 7.33 en [R87|. También es conocido que las funciones
continuas son densas en L?, por lo que A({Pn}nel+) es densa en cualquiera de los espa-

cios mencionados en la proposicién anterior. Por tanto, tenemos una base ortogonal para
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cada uno de estos espacios, lo cual serd fundamental en el capitulo |3} Ademads, tenemos co-
mo consecuencia que podemos extender la igualdad (2.30) para una funcién f en el espacio

correspondiente, utilizando su descomposicién en elementos de la base.



Capitulo 3

Analisis Espectral.

El objetivo de este capitulo es describir el espectro del laplaciano L, utilizando resulta-
dos de los capitulos anteriores. Utilizaremos la notacion H, para referirnos a cualesquiera de
los espacios de Hilbert definidos en el capitulo [2| de la misma forma nos referiremos a sus

productos internos con {:,-)3. Formalicemos este comentario

Definicién 3.1. Se denotard H como los siguintes espacios segin el régimen de pardmetros:
= Sip,ge(-1,1), H= L2 ([o,n];ﬁ) V693 = ) ay-

sip>1yqe(-1,4) H=12(10,m10lephiA1) y ()5 = €95,

Sig<-1ype(31), H=I(0,mUleghiRa) y ¢ 95 = ¢z,

Sip>1yg<-1, H=1I2 ([o,n] Ulep) UleghiBs) y ¢, 93 = ()3,

Si particularizamos el espacio H se especificara con cudl se esté tratando y utilizaremos
su producto interno especifico definido en la seccién [2| del capitulo [2| La idea central del
capitulo es probar que existe un isomorfismo entre H y £%(Z,;A) que conserva el valor del
producto interno, asi podremos diagonalizar el laplaciano L y encontrar el espectro de forma

mas sencilla.

1. Transformada de Fourier para H.

En esta primera seccién nos dedicaremos a definir el ya mencionado isomorfismo y pro-

bar ciertos hechos ttiles acerca de este.

Definicién 3.2. La transformada:
F:H— (*(Z4;A)
f—7
se define como:
F)y=(Ff)(n):=(f,Pu)5- 3.1)
Es necesario notar que para los casos H = I? ([0, Tl U {ep};ﬁl), H=12 ([0, Tl U {eq};ﬁg) y
H= LZ([O,J'[] U{ep}u{eq};ﬁg), se tiene que F(f) = <f’Pn>3i' con i = 1,2,3, por tanto, F no

es la transformada de Fourier clésica, pues los productos internos tienen una componente
discreta, véanse sus definiciones (2.18), (2.19), (2.20), respectivamente. Sin embargo, en esta

secciéon haremos un abuso del lenguaje para mayor comodidad y llamaremos a todas estas

transformada de Fourier. Ahora veamos que F tiene inversa F ~1 definida en ¢2 (Z+ ;A).

21
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Definicién 3.3. La transformada:

F':0*(2;0)—H

f—7r
se define como:
f©O=(F" 7)o =(F Pa) = . FmPa@A (32)
i=0

Esta definicién tiene sentido, ya que, como ft—: ¢2(Z4;A), se garantiza la convergencia

fuerte de Z‘l?io f(n)Pn (¢) en H.

Proposicién 3.4. Sean, F definida en[3.2y F~' en[3.3, se cumple que F™'F = idy y FF™' =

ing(Z+;A).

DEMOSTRACION. Primero probemos que F~'F = idy. Sea f € H, recordemos que el ca-
pitulo anterior nos deja como conclusién que {P,},cz, es una base ortogonal de H, por lo
tanto f =Y, ( f Pn>5 AnP,((), tomando esto en cuenta se puede hacer la prueba sin in-

convenientes:
FUE(f) = FUERN = ( (£ Pa)3, PO) = Y (fiPu)s PalOAn = f.
n=0

Ahora veamos que F~'F = | dgz(z,;n)- Sea ft—: ¢?(Z,0;A) basta con aplicar la definicién para

F~ !y efectuar el producto <]?,P(()>A para ver que:

A
Si aplicamos linealidad obtenemos la expresion ( Py, Pp); que se anula para Vm # n 'y de-

FF Y =FF = < <f,P(<:)>A,Pn>A = < > f(m)PmAm,Pn>
A m=0

vuelve el inverso de A, para m = n, por lo tanto:
(e
FF ' () =Y fmAm(Pm Pn)z=[(n)
m=0

y esto concluye la demostracion. g

Noétese que nuestra base {P,} es casi ortonormal, a efectos practicos la tnica diferen-
cia es un factor ﬁ cuando n = 0. Es claro de la definici6n que F es lineal, también es
biyectiva. Ademads, queremos que F sea unitario, para poder utilizarla mds adelante como

isomorfismo. Veamos:
Proposicién 3.5. F conserva el producto interior. Es decir, ¥ f, g € H, se cumple:
(Ff Fg)=(f &)z

DEMOSTRACION. Sean f,g € H, podemos utilizar sus desarrollos con elementos de la

base para aprovechar la bilinealidad del producto interno, obteniendo la siguiente igualdad

A

(103~ 2 012380, 3, (62334000 )
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Luego, aplicamos la bilinealidad y obtenemos al igual que en la demostracion de la proposi-
ci(’)n el factor (Pp,, P,)3, que resuelve nuestra demostracion,
() _
(fr8)a= 2 (F+Pm)adm(& Pn)zAn(Pm Pn)s-
m,n=0

Recordemos, ademds, que para n # m se tiene <Pm,Pn>3 =0y, en cambio, para n = m se

tiene (P, Py )z = Ain teniendo esto en cuenta, se termina la prueba:

(£.8)3= 3 (1P (8 P = 3 (FF) 0{FE) 900 = (P ).

=0

Por lo tanto, F también conserva el producto interno entre H y Z (Z+; A). O

2. Espectro del Laplaciano.

Para encontrar espectro del laplaciano L, se utiliza el hecho conocido de teoria espectral:
si tenemos dos operadores unitariamente equivalentes, entonces tienen el mismo espectro.
Es fundamental el resultado|[L.1]del capitulo[1} donde 2cos({) para cada valor de { es el valor

propio para las soluciones ¥ (n) = P, ({) de la ecuacion (L.5).
Teorema 3.6. Sea E: H— H, tal que:

(Ef) () =2cos() f (). (3.3)

E es autoadjunto y se cumple que:

L=FEF! (3.4)

DEMOSTRACION. Es fécil ver que E es autoadjunto en H = I? ([0,7[];3), pues E es un

operador de multiplicacién que toma valores reales,

(Ef,8)x = fo " 2c0s) FOGORQAL = fo " FO2eos g ORI = (f.Eg)z. (3.5

Para H definido en otra de las variantes que se menciona en se debe ver la interacci6n
de E con la parte discreta de sus productos internos. Por los mismos argumentos que validan

la ecuacion [3.5]se tiene que

ag2 cos(eq)f(eq)g(eq) =aqfleg)2cos(()gleq).

De forma similar se puede ver la anterior igualdad para su anédlogo en p. Por lo tanto, E es
autoadjunto en H, entendido como cualquiera de los espacios definidos al inicio del capitu-
lo, en|3.1
Ahora para probar (3.4), probemos la igualdad equivalente, F~' LF = E. La cadena de evalua-
ciones que seguiremos en la demostracion se puede ver con claridad en el siguiente diagra-
ma

H L 2@an) L 2Eas) & H

f = Ff = (2cos)f,Pu)z — 2c0sOfQ)
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Recordemos que el laplaciano L acttia sobre £2 (Z,A) como se define en (I.4), y equivalen-

temente en (L.5), en el capitulo [T} Por lo tanto, se tiene la siguiente cadena de igualdades
FULE(f) = (F7L) (Ff) = F7H (=6, (Ff) (=1 + b8, (EF) () + (1 - a8,) (Ff) (n+1)).

Podemos escribirla sustituyendo explicitamente F f y luego utilizando la bilinealidad de -, )3

como producto interno,
FULF(f) = F7 ((L=8) (f, Puo1) + BOu (. Pa) + (1= a8, (. Puan))
= F 7 ((f,(01= 8Pyt + b0, Py + (1= a8,) Pasn )z

Recordemos que la familia P, es solucién de la ecuacién (1.6), del capitulo y ademas E es

autoadjunto, por lo tanto, se tiene
FILE(f) = FL ((f,Zcos(()Pn>5) = F1 ((2 cos)f, P,,>3)
Aplicando F~! obtenemos:
[e.e]
F'LE(f) =Y (2¢c0s(Q) f, Pn)z APy = f()2c0s(0),
n=0
y obtenemos la identidad requerida. g

Luego de esta proposicién ya estamos en condiciones de encontrar el espectro de L,
sin embargo, para poder obtenerlo explicitamente debemos calcular primero el espectro de
E. Este célculo lo resumiremos en la siguiente proposicién. Esta tiene la particularidad de

diferenciar los tipos de espacio H, ya que cambia el espectro buscado.

Proposicién 3.7. Sea E definido como en el Teorema su espectro varia de la siguiente

forma:

0. SiH=1? ([O,n];ﬁo), se tiene que:
o(E)=1[-2,2]. (3.6)

1. SiH=12 ([0,71];31), se tiene que:
a(B)=1-2210{p+p~'}. 3.7)

2. SiH=12 ([0,71];32), se tiene que:
o(B)=1-221u{q+q7}. (3.8)

3. Si H=12 ([0,71];33), se tiene que:
a(E)=[—2,2]u{p+p—1,q+q‘1}. 3.9)

DEMOSTRACION. Nuestro objetivo es encontrar los valores de w para los cuales no esté
acotado el posible inverso de (E — ). En el Caso 1, para los valores de w en los que esté bien

definido, debe ocurrir que

(E-0) (N ©)= ( )f((),

2cos()—w
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de donde,

1 1 T, 1
<2€08(()_wf(o,ZCOS(()_wf(o>E—fO fOP Bl (310

+flep)l?

12cos(ep) —w|?
En la ecuacién (3.10), para w € C\ [-2,2] la parte continua estéd acotada, ya que f es de
cuadrado integrable y w esta fuera del rango de 2cos({) con ( € [0,7]. Para w # p + p’l la

parte discreta estd acotada. Por tanto,

o(E)c ([—2,2] u{p+p‘1}).

Ademads, podemos tomar f =1y el producto interno

T 1 —~ 1
:f ———— A+ —————
i Jo [2cos(() — w|? 12cos(ep) —w|?

1 1
<2(:0s(() -0’ Zcos(()—a)>
no esté acotado para w = p+ p~!, ni para w € [-2,2]. Asi que
([—2,2] u{p+p‘1}) co(E).

Con esto queda calculado el espectro para el Caso 1. Nétese que w = p+ p~! corresponde al

espectro discreto de E. Se puede comprobar tomando la funcién
1, sil=¢p
fr= { 0 si ¢ef0,1]
y evaluando en el producto interno. El espectro en Caso 2 se puede hallar andlogamente,

obteniendo un resultado diferente en el espectro discreto, que en este caso seria w = g+q ",

con la funcién propia
_ 1, sil=¢q4
fa= { 0 siZefo,n]’
Similarmente al Caso 1, para el Caso 3 se puede comprobar la doble inclusién del conjunto
(-2,2]uU {p+ p’l} U {q+ q’l}

en el espectro de E. Ademds, extendiendo a f, y f; para el nuevo espacio, se puede compro-
bar que {p +p g+ q_l} es el espectro discreto. Se pueden considerar respectivamente las

siguientes extensiones,
0, si {=¢q
8p = { Jp si{#eq
0, si {=¢p
8a= { fqsit#eq
En el Caso 0, E solo tiene espectro continuo, y haciendo el mismo anélisis que se hizo para

el espectro continuo se llega a que en el Caso 0

o(E)=1-2,2].
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Teniendo calculado el espectro, podemos formalizar la proposicién que construimos a

lo largo de la tesis, que tiene como conclusion el espectro de L.

Teorema 3.8. Sea L definido en (L3), en el capz’tulo actuando sobre ¢* (Z;A), con pg <1y
b=(p+ q)€R, entonces:

0. Sip,ge(-1,1),

o(L)=1-2,2]. (3.11)
1 sip>1yqe(-1,3)
o(L)=[-2210{p+p'}. (3.12)
2. Siq<—1yp€(%,l),
o(L)=(-2210{qg+q7'}. (3.13)
3. Sig<-lyp>1,
a(L):[—2,2]u{p+p*1}u{q+q*1}. (3.14)

DEMOSTRACION. Sea F definida como en F es lineal, ya que esté definida mediante
un producto interno desde un espacio de Hilbert H, definido en todas sus posibles variantes
en[3.1] Ademads, es biyectiva, lo cual estd probado en la Proposicién [3.4} utilizando el hecho

fundamental de que la familia biparamétrica de polinomios Berntein-Szego, {P,} es ba-

nez,’
se ortogonal en cualquier variante del espacio H. Este tltimo hecho es resultado del capitulo
en su totalidad. Por ultimo se puede comprobar que F conserva el valor del producto in-
terno, véase

Si consideramos el operador E: H — H, definido como en el Teorema 3.6} se puede pro-
bar que L= FEF™!, véase el Teorema Por lo tanto, verificando el resto de las hipétesis de
forma estdndar, se puede aplicar el Teorema espectral, en su forma de operador de multipli-

cacion, Teorema 7.20, ver [H13]. Entonces se puede asegurar que:

o(L)=0(E).

El espectro de E, estd calculado en la proposicién anterior y es dependiente de la eleccién del
espacio H. La eleccion del espacio H, a su vez, depende de los pardmetros p y g. Haciendo
una breve correspondencia obtenemos el resultado que se requiere.

O

Los resultados de la Proposicién [3.7 se pueden trasladar via F, ya que Ly E son unita-
riamente equivalentes. De esta forma se pueden encontrar las funciones propias, ¥, para,

op (L), el espectro discreto de L.

Corolario 3.9. Bajo las hipétesis del Teoremal[3.8, las funciones propias asociadas al espectro

discreto cumplen:
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1. Sip>1yq€(—1,%),

1
Ve, (W & Puley) y (Plep), Pley)) = —
p

2. sig<-1ype(L1),

1

We,(N) ox Pyleg) y (Pleg), Pleg)) =—

€q q < q 17>A ag
3. Sig<-1lyp>1,

1
Ve, (W) & Pulep) y (Plep), Ple)) = —,
p

1
Ve, () o Paleq) y (Pleq), Pleg)) = —.
q

DEMOSTRACION. Como Ey L son unitariamente equivalentes a través de la isometria F,
podemos obtener las funciones propias de L, para el espectro discreto, en cada caso utilizan-

do la transformada F. En el Caso 1, para una funcién propia
_ 1, si{=¢p
fr= { 0 si ¢ef0,1]
se tiene que F(fp) = ﬁ = apPy(ep), de donde y,(n) o< Ppep). Para calcular la norma de

Py (ep) también podemos usar la isometria F,

1 1 1 1 2 1
I 71 = (I —_— =( — , — - - .
< e (ep)>A < @p fp)>A <aP o @p fp>51 (@p)? “oloter) ap

Para el Caso 2,

,F

1
—f
ap

_ 1, sil=¢q
fa= { 0 si Ze[0,7]
y F(fq) = ?; = aqPn(eq), de donde e, (n) o< Py(eq). Ademas,
1 1 11 1 , 1
P ,P = F e ,F e = —_— y — = — = —.
< o (eq)>A < “qfq) (“qfq)>A <“qfq “qfq>zz (“q)zapfp(eq) aq

En el Caso 3, sean gy, g4 € L2 ([O,n];ﬁg), las respectivas extensiones de f, y fy, se tiene

8p - apPnlep)
8q il aan(eq)

con

(Plep), Plep)), = ai
p

(Peg),Peg)) = €
A ag

O
Ahora si, se ha descrito el espectro de L, mediante la familia biparamétrica de polino-

mios de Bernstein-Szego, {Pn}nEZ+’ para los pardmetros p, g, con pq < 1.



Capitulo 4

Generalizacion a varias variables.

En este capitulo nos proponemos extender los resultados obtenidos en capitulos ante-
riores mediante polinomios de Schur generalizados de Macdonald. En la primera seccién, se
presentan algunas nociones bdsicas, como la generalizacién anteriormente mencionada. En
la segunda seccién, se consigue una relacién de ortogonalidad que generaliza la Proposicién
del capitulo|2} En la tercera seccién, se generaliza a varias variables el Laplaciano L, defi-
nido en (L.3), en el capitulo En la seccién 4, se define y estudia la transformada de Fourier
correspondiente, y se utiliza para encontrar el espectro del Laplaciano definido en la seccién

de este capitulo.

1. Generalizacion de los polinomios de Schur

Los objetos fundamentales a lo largo de la tesis han sido los polinomios de Bernstein-
Szeg6, Py, definidos en la Proposicién del capitulo [2| Ahora los extenderemos para el
trabajo con una cantidad N € N de variables. Se denota ¢ = ((1,...,{n), donde {; € [0,7] al

igual que en el caso de una variable, y ademads, A = (11,...,,Ay) donde 1; € Z,, que cumple,
AM=A=...=2Ay=0.

Con estos elementos podemos definir el polinomio de Schur generalizado P, ({), asociado

con la familia biparamétrica de polinomios Bernstein-Szego,{P,} de la siguiente forma

nezZy’

Py(0):= (4.1)

1
VN () det [PN—J'WW] 1<j,ksN’
donde Vy () es un determinante de Vandermonde de orden N, en otras secciones utilizare-
mos determinantes de Vandermonde de distintos érdenes, por lo que daremos una notacién
mds general,

Vo) = det[Pr_j((k)]lgj o™ Hk 2(cos((j) —cos((k)), Vr=1,..,N. 4.2)
7 <jk=sr

Notemos que en haciendo un cambio de variable x = 2cos({) se puede sustituir P, por
x", y se obtiene el polinomio de Schur clasico para las variables xj. Expandiendo el determi-
nante en la expresion (4.I), se obtiene una expresién para N variables de los polinomios de
Bernstein-Szegdo, P, véase [DE18].

Establezcamos algunas notaciones que serdn ttiles a lo largo del capitulo.

Notacién

s AV = A=, A € (Z)V M 2 A0 2,02 Ay 0

28
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= (=i ... (. Estd notacion estd orientada a acortar la escritura de las componen-
tes de un vector, por ejemplo, utilizando esta notacién tendriamos que (0,{>,...,{ ) =
0,8 2,m)-

= Demos la version en varias variables de la constante c({) del capitulo

1
Cn@) =Cirn1,lr)i= ] c@p ]I =V, [] c@).

1<j=r 1<j<ksr (1—e_i((f+ck)) (l—e_i((f_(k)) 1<j<r

4.3)

2. Ortogonalidad.

Similarmente, al capitulo [2} nos concentraremos en probar la ortogonalidad de los po-
linomios de Schur generalizado, {P,l (4 )} LeAm, para los diferentes regimenes de pardmetros
que se describen en la seccién [2| del capitulo [2} y usaremos la clasificacién por casos alli

mencionada, la cual serd frecuente a partir de ahora.
2.1. Ortogonalidad de la familia {P)(()},.,w con p,q € (=1,1). Definamos la medida

1 —~
=(v)’@ [ A¢y, vr=1,..N, 4.4)

AN @)=
¢ @2m)" CH() Ciry(=0) l=j<r

que es necesaria para definir los espacios donde los polinomios P) serdn ortogonales. Sea el
espacio de Hilbert L? ([O,n]N;E(N)), donde para f, g € L? ([O,n]N; E(N)) el producto interno se

define como
1 (7 (%
(F©8@)zm = fo fo F@g@AN @) dly,...d(, (4.5)

podemos considerar el subespacio de las funciones simétricas,

12 (10,m™;AW) = {f e (10,11 AN )| €1, EN) = F oy Coy) Vo€ SN},

donde Sy es el grupo simétrico para N elementos y o := (Ull (32 . JYV) Sobre este tipo de

espacios de funciones simétricas probaremos la ortogonalidad de las funciones de Schur ge-

neralizadas.

Proposicién 4.1. Sean A, pe AN, y Py, P, e 12 ([0, ], AN )) se tiene la siguiente relacion de

ortogonalidad,
0, si A#p
<PA’P“>§(()N) - 1-abyy, si A=p (4.6)

DEMOSTRACION. Trabajemos con el producto interno definido en para llegar a la

relacién buscada. Utilizando la definicién (4.1), el producto interno toma la siguiente forma,

1 n n
<P’1’P”>E(()N) - ﬁj(; j(; det [PN_jJrM({’C)]lsj,ksNdet[PN_jJ’”f((’C)]lsjvksN

< [ AQodln,...d:.

1<k<n
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Luego utilizamos la féormula de integracion de Andréief, que se puede verificar en [F19], que

nos permite transformar la integral multiple en un determinante, obteniendo que

(4.7)

/4
| P Py 0B

<P,1,P,,>3(N) =det '
0 1<j,ksN

Esta expresion es maés sencilla de calcular. Analicemos para los diferentes casos qué valores

tienen los términos de la matriz

A=\ [o PN-ji2; O PN-kapy (:)B(()dc)
1<j,ksN
Sea A = u se tiene
0, sij#k
Ajk = { 1-abyy, si j=k’ (4.8)

Esto es bastante claro, ya que si j =k, como A; = u; se tiene que N— j+A;=N—k+ gy,
por lo tanto,

1,  sij#N
1-ab,y, si j=N"

aji=aj;= [ Pr-jer, OPN- 1o, OB = {

Si j # k, asumamos sin perdida de generalidad que j > k, y que N—j+A; = N -k + ug,
entonces se tiene que

Aj=j—k+pup>pe>uj=A2;.
Lo cual es contradictorio, por lo tanto, si j # k entonces N — j+A; # N — k + ug, de donde
a;ji = 0. Con el andlisis anterior queda demostrado (4.8).

Sea A # y, probemos que det(A) = 0. Tenemos entonces que existe , tal que A]f 7 U7y

asumamos sin perder generalidad que
/17 > /J,]?. (4.9)

Tendremos entonces que
/1;> B7Z f5 22 UN 20,

por lo tanto N—f+ )L]¢> N-i+uy;Vi,N=ziz= f, esto quiere decir que az; =0, para ienel
anterior rango. Entonces podemos ver que una parte de la fila j es nula. Analicemos ahora
los elementos a;; tal que fz i = 0. Asumamos primero que y; = /lf,Vi,fz i =0, con esta
condicién podemos comprobar que N — f+ /17< N —1i+ u;y, por tanto, a;;= 0,Vi,N=i=0.
En este caso la j—ésima fila de la matriz A seria nula y el determinante seria cero. En caso
contrario 37, /lf > U

7_p con esta condicién podria cumplirse que N — j + )Lf =N-(G-0+

Kj_p esta dltima igualdad provoca que a7 # 0. Sin embargo, con la condicién A]f > Wip
tenemos que /111; > {i5_7y estamos en el mismo caso que la condicién (4.9). Podemos repetir
el proceso hasta que encontrar una fila nula o hasta que i = j — 1, en cuyo caso se puede
comprobar que la primera fila es nula con el mismo razonamiento. Con esto concluimos
que

0, si A#u

<P/1’PU>E(N) = det f PN—j+lj (C)PN—kﬂtk(()z(c)dC] = {
0 0 1<j,ksN

1-abyy, si A=y’
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Con este resultado tenemos la ortogonalidad para el Caso 0 p,g € (—1,1).

2.2. Ortogonalidad de la familia {P; ()} 1ea® €on pq < 1. En esta seccién extendere-

mos el resultado de la seccion[2.1] de este capitulo a los diferentes regimenes de pardmetros

que se mencionan en el capitulo

Definicién 4.2. Definamos (H( (-, -)g(m)

= Para el Caso 0, H™ =2 ([0 v, A(N))

N .
Para el Caso 1, H™ = (([0 Tlu {ep}) ;ASN))-
Para el Caso 2, H™M = [2 (([0 7y {€q}) yAéN))-

N
Para el Caso 3, HV) =12 (([Oyﬂ] Ufep}u {eq}) ;AéN))-

Definamos también (-,-)zm = (-,-)agv),con i =0,1,2,3. Los productos internos, para i = 0 se

define en (4.5), para i = 1,2,3 se definen a continuacién:

<f((),g(()>3(11v) =

(f((),g((»gglv)

(fQ), g(())A(N)

1 7 T _
ﬁfo fo FgQOANM @) dl N, ...dl, (4.10)
+ (N—l)'fo fo Ap@ fCan-162)8Ca,n-1,€) ANV, n-1))dl N1, Ay

A
= fo fo F@gOAN @ydly,...dL (4.11)
+ (N 1)'f f Aq(()f(((l,N—l),€q)g(((1,N—1),€q)3(N_l)(((1,N—1))d(N—1,---d(1
f f FOTORANM Q) dC, .dS) (4.12)
1)‘[ f Ap@) fFCa,N-1,€p)8Ca,N-1),€)AN TV, N-1))dlN-1,...d0
1)‘[ f Ag@Q fCan-1€0)8Ca,N-1), ANV N1 N-1, -y

+ - 2)‘f f B()f(C,N-2),€p,€4) 81, N-2),EpsEq)

x AN=D (¢4 N_p)dlN-2,...dC1.

Donde A, y Ay, para N =1 son las constantes @, y @4. En el caso N > 1 incluye determinan-

tes de Vandermonde,

2
Vi ( -1),€p) N-1 1
N-16a,N-1) j=1 (1_56—151) (1_pe—z(j)
2
Vi _1),€ N-1 1
A =a %) L uw
N-1(6a,N-1) j=1 (1_%(;(]-) (l_qeﬂ(,—)
Por otro lado B=0 para N=1, ypara N> 1,
2
VN({a,N-2)),€p,€q)
Bl)=a,a (4.15)
PR VveaWa,n-2)
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1)\>N-2 1 1
q p

_ L
=dapag (q+ p i (1_%e—i(j)2(1—pe_i(j)2 (1_58_%].)2(1_6’3—;'(]-)2'

El siguiente Lema es consecuencia del Teorema de residuos de Cauchy y de la ortogona-
lidad de la familia {Pn (4 )}n€Z+ en los espacios H, definidos en el capitulo |2} Es la llave para
demostrar la ortogonalidad de la familia multiparamétrica {P; ()} ream €n H (M| pues refleja

lo que ocurre a nivel de residuos en el célculo de la ortogonalidad.

Lema 4.3. Sean f € H™N), denotemos como f* a la funcién que resulta de aplicar el cambio
de variable 'i = zj para j=1,..,N. Sean pq<1yy,, r=1,2,3 una curva cerrada simple en
C tal que p,q,0€ Int(y,) y p~t, g € Int(y,), entonces se tiene que:

= ParaelCaso 1,

N
ff F@[]A* (z)dan...dz (4.16)
71 71

i=1

N N . N—iA
=) |. (ap)lf f F* (zan-ip pv-isnm) [ A" (zp)dzn-i...dz.
i l lz1l=1  Jlzn—il=1 j=1

i=0

= Para el Caso 2,

N
ff F@[]2*(=z)dzy...dz 4.17)
Y2 )z i

2 i=1

N N . N
- Z( ')(“q)lf f f(zan-i dv-inw) [T A% (z)dan-i...dz.
: 1 lz11=1  Jlzn-il=1 j=1

i=0

= Para el Caso 3,

N
ff F@[]A*(z)dzn...dz (4.18)
IE] Y

3 i=1

N N i ] . .
=) |. : (ap)](aq)l_]f f s (Z(I,Nfi);p(N—i+l,N—i+j);q(N—i+j+1,N))
=i o\ lal=1 Jizy_il=1

i=0 J
N-i _
x [] A" (zr)dzn-i...dz:.
k=1

DEMOSTRACION. Probemos la proposicién para el Caso 1. Considerando a f como fun-
cién de L% ([0, U feph; 31), manteniendo constante las variables {; con i =1,...,, N—1, se tiene
como consecuencia de en el capitulo 2} que
f*(zN)E*(zN)dzN:f ¥ At (zn)dan +apf*(p). (4.19)

1 lznl=1
Por lo tanto, utilizando (4.19) podemos transformar la integral que depende de zy sobre vy,

en el miembro izquierdo de (.16),

N
ff f*(z)HA*(z,-)dzN...dzl
11 11

i=1



2. ORTOGONALIDAD. 33
N A o~
f f H A*( (fl | 1f* (Z)A*(ZN)dzN+apf*(p)) dzy_1..dz (4.20)
i=1 znl=

N N-1
= f f H (zi))f* (z)dzp.. dzl+apf f HE*(zi)f*(p)dzN_l...dzl.
71 i=1

1i=
lznl=1 Y1i=1

Obtuvimos dos sumandos logrando en uno de ellos modificar el contorno de integracién de
una de las integrales. En el sumando izquierdo se puede repetir este proceso N — 1 veces en
cada una de las N —1 integrales sobre y;, ya que el razonamiento utilizado para f* como
funcién de zy se puede hacer exactamente igual para cada variable z; con i = 1,...,N — 1.
En cada aplicacién de este procedimiento se obtendria un nuevo sumando, pero estos solo
difieren entre si en cudl de las variables se estd evaluando el punto p. Luego, utilizando la

simetria de la funcién f({) podemos obtener que

N
ff f*(z)HA*(zi)dzN...dzl
11 71

i=1

N N-1
- f ]‘[ zi)f*(z)dzl...dzN+apr | T1A*G@)f*(pdar...dzn-1.
71 71 i=1

lz11=1  lznl=1
Para obtener el resultado solo es necesario aplicar el razonamiento una y otra vez pa-
ra el sumando derecho con N —1 integrales, del cual obtendremos un sumando con N —2
integrales en y;. Se puede repetir el proceso para N — j, con j =0,1,..., N. De esta forma se

obtiene el resultado para el Caso 1,

f f* (z)HA (z)dzn...dz, (4.21)
71 Y1

i=1

N (N . N-i _
=) ( i )(ap)lf f I (za,n-i pv-is1m) T1 A*(zj)dzy...dzii1.
i=o\ ! |z11=1 lzn—il=1 j=1

Para el Caso 2 el proceder es idéntico pero cambiando p por g y eligiendo una curva y;
apropiada. El Caso 3 es muy similar con la pequena diferencia de que en cada integracion se

obtienen 2 nuevos sumandos en vez de uno, en este caso,

f f(z)HA (z1)dzn...dz
Y3 Y3

i=1

N N-1
= f [f Hﬁ*(zi)f*(z)dzlv...dzl+apf f]_[ “(z)fF(p)dzy_1..dz
ys Jy

3=
lznl=1 =1

N-1

+aqf f H A (z) " (q)dzn-1...dz.
s Jrs =1

Como en el Caso 1 podemos repetir el procedimiento unay otra vez obteniendo el resultado

requerido para el Caso 3. g

El resultado anterior es consecuencia directa de la Proposicién [1.1| del capitulo [2| Ade-
mads, se extiende a varias variables el hecho de podemos expresar la integral sobre el con-

torno que contiene a p y g como una integral en el circulo unitario, en este caso una suma
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de integrales en el circulo unitario. Ahora veamos como obtener la ortogonalidad de los po-

linomios de Schur generalizados, {P3({)} . v, utilizando el Lema

Teorema 4.4. Sea A€ AW, la familia {Py(()},.\ov con pq <1 es ortogonal en los siguientes

espacios de Hilbert, de acuerdo al régimen de pardmetros correspondiente:
0. Sip,q e (—1,1) son ortogonales en L2 ([O, n]N;E(N)).
N
1. Sip>1lyqe (—1, %) son ortogonales en L% (([O,n] U {ep}) ;ASN))'
N _
2. Sig<-lype (%, l) son ortogonales en 12 (([0,7‘[] U {eq}) ;AQN))-
- 2 N v
3. Sip>1yq<-1 son ortogonales en L ([0,7‘[] uieptu {eq}) Ao

Cumpliéndose la siguiente relacion de ortogonalidad,

Py, P = O stAzm i=0,1,2,3 4.22
< A H>EEN)_ l—alSAN,Si A=}t’ 1=0,1,2,5. ( . )

DEMOSTRACION. La relacién de ortogonalidad para el Caso 0 ya fue probada en la sec-
cion [2.2] de este capitulo, en la Proposicion [4.1} Probemos el teorema para el Caso 1. De-
sarrollemos el primer sumando del producto interno, definido en (4.10), para el espacio

2 N ‘ AN ;
L= {|[0, 7] U{ep}) ,A]""| v separemos convenientemente A/, para luego poder aplicar el

Lema

1o
S [ [ Ponost ©de,..de
N!' Jo 0

1 7 b4 _ N
=i | [ WP @D [T B¢t .
Yo Jo j=1

Luego aplicamos el cambio de variable z; = e'%i,¥j=1,..,Ny se obtiene la siguiente expre-

sién en integrales sobre el circulo unitario,

N flzm 1 fml 1 (Va(2)* P} ()P} (z)HA (zj)dzy,...dz,

donde V]:‘,, P;{ y P; son sencillamente el resultado de aplicar el cambio de variable a Vy,

Py P_ﬂ, respectivamente. Por otro lado A* recoge un factor % del diferencial, se puede ver
]

explicitamente en el capitulo secci(’)n Notemos entonces que la funcién (VN)2 PyPu(&)

cumple las hipétesis del Lema[4.3} de donde podemos afirmar que

f f (Vy) PAP (z)nA (zj)dzn,...dz
7 7 j=1

N N i *\2 p* ¥ N_i”‘*
= Z . [(ap) f f (V) Py Py (za,N-i), P(N-i+1,N)) l_[ A" (zj)dzn-i...dz;.
i 1 |z11=1 lzn-il=1 j=1

Ademaés, la funcién V]%PAP_,L es un determinante, definido por los polinomios {P,} Por

nezy*
lo tanto, es antisimétrica, de donde V]%,PAP_H(( 1~ {N-2,€p,€p) = 0. Solamente son diferentes
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de cero los dos primeros términos de la suma. Simplificando los términos nulos obtenemos
2 N
f f (Vu(2) Py (2P, (2) [[ A (z))dzn, ...dz1
11 11 j=1

N
:f f ) (V;,(z))zpj(z)P;(z)]‘[Z*(zj)dzN...dzl (4.23)
lz11=1  Jlznl=1 j=1

N-1
* 2 % * N
+06pr‘ | lfl ‘ I(VN(Z(I,N—I),P)) P) (zq,n-1), P) P, (20,N-1), P) H A*(zj)dzn-1...dz;.
21 ZN-11= .

Notemos que el lado izquierdo de la ecuacion ([4.23) tiene la misma descomposicién en resi-
duos que <P,1,P,1> en el Caso 0. Recordemos que y; es una curva tal que p,q,0 € Int(y1),y

que p— ,q lgIn t(y1), por lo tanto son numéricamente iguales, entonces

0, si A#u

1 » 2 . N -, B
m/ﬁ /}’1 (VN(Z)) P;L(Z)PM(Z)jI;IlA (zj)dzn,...dzy = { 1—aby,, si A=y’ (4.24)

Sustituyendo ({4.24), en (4.23), cambiando la variable a { y multiplicando por ﬁ obtenemos
para A #pu

1 rr 7 .
— f f PAQPLQAN @) dl,...d(y
N'!'Jo 0

(VN(((1,N—1),€p))2

1 T T _ N oN—1 . ~N_ _
+ap (N—l)!fo fo Py ep) Pl ey AV A, dl =0,

Vn-1(a,n-1),€p)
y para A =,

1 (" n .

ﬁ![g _[0 PA)PL QAT ()dl N, ...dCy

(VN((u,N—l)yep))z

1 b4 4 _— AN-1,N-1
+a,,mf0 fo Pr(a,n-1,€p)Pu(l1,n-1),€p) Z AT AN, -d Gy

VN—1(((1,N—1),€p))
=1- a6,1N.

Lo cual confirma la relacién de ortogonalidad buscada. En el Caso 2, se hace un razona-
miento idéntico haciendo los cambios correspondientes de espacio, de singularidad y de
producto interno. En el Caso 3 seguiremos el mismo razonamiento y resaltaremos las dife-
rencias. Los polinomios P, y P, cumplen también las hipétesis del Lema para este caso.
Como consecuencia tenemos que existe una curva cerrada simple y3 tal que p, q,0 € Int(ys)

1 g—1¢ Int(ys) que cumple,

f f P P (z)HA (zj)dzn...dz
Y3 Y3

[V]z

i
*\2 % ok
Z (Otp)](a )iz f (Va) PP, (Z(I,N—i);P(N—i+1,N—i+j)»67(N—i+j+l,N))
0 j=0 lz1l= 1 lzn-il=1

—i
A*(zp)dzn—i...dz).
1

i

X
2

=
Il
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Dada la antisimetria de VI%,PAP_, podemos descartar todos los términos que tienen mas de

una evaluacién de p, o g, obteniendo que

f f (Vx) PAP”(z)HA (zj)dzy..dz = f f (V¥) PAPH(Z)HA (zj)dzy...dz
Y3 JY3 lz11= 1 lznl=1
+Napf f (Va)? P3P} (za,5-1), P) ]'[ A (zj)dzy-1..dz)

|z1]=1 lzn-11=1

N7
+N(qu f (VI:})ZP;P;(Z(LN_U,(,]) l_[ A*(Zj)dZN_l...dzl
lz11=1 lzn-11=1 j=1

N-2
+2N(N-Dapaq e . [ | I(VKI)ZPIP;(Z(LN—ZDP’ q) H A*(Zj)dZN_g...dzl. (4.25)
21 ZN-1 i

Por el mismo argumento que en el Caso 1, tenemos que el miembro izquiero de (4.25) toma

los mismos valores que la relacién de ortogonalidad en el Caso 0,
0, si A#p
(Vy) 2PrP¥(z A*(zj)dzy...dzy = .
]\[l/),3 /7’3 N A N( )H (zj)dzN...dz) = {l—am”,si A=
Luego de efectuar en sentido contrario el cambio de variable y sustituir en la férmula del

producto interno obtenemos la relacién requerida. d

Con este resultado tenemos entonces que los polinomios de Schur generalizados, aso-
ciados a la familia biparamétrica {P,} nez,» €8 una base del espacio H (M con sus correspon-

dientes particularidades para cada caso.

3. Laplaciano y vectores propios.

En esta seccién presentaremos el laplaciano L) que generaliza al laplaciano L definido
en (1.3), en el capitulo (1} Probaremos que los polinomios de Schur generalizado, P, son
funciones propias para el nuevo laplaciano.

Consideremos entonces el espacio £2 (A(N); AN )), con el siguiente producto interno definido

para @, ¢ € (2 (A(N);A(N)) como

(0.0):="Y pMpALY, (4.26)
AeAWM)
donde
AN = —1_;61 4.27)
N

Podemos definir entonces L&V : ¢2 (A(N);A(M) — p? (A(N);A(N)), como

N N

L(N]((p):(L(N)(p)(/l):: Y p-eN+ Y (1-ady )N ip(A+e)+6,,bp(d). (4.28)
i=1 i=1
A—calieA(N) /1+eli€A“V’

Notemos que para N = 1 se obtiene el laplaciano definido en el capitulo

Para encontrar el espectro y las funciones propias de L™ debemos resolver la ecuacién

L[N)(p — E(N)(P, (4.29)
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donde E™) es una constante con respecto a A. Probemos entonces que los polinomios de
Schur generalizados, Py ({), como funciones de 1 son soluciones, 1// (/1), para ecuacién
@29). En la siguiente proposicién usaremos el hecho conocido, de Algebra Lineal, de que
un determinante de orden N puede escribirse a partir de una fila o columna como suma de

sus correspondientes menores de orden N — 1. Si desarrollamos por la fila i, obtenemos

det(A) = Z( 1)’+faA det(Mz)), (4.30)

en cambio si desarrollamos a partir de la columna j, obtenemos,

N PR
det(A) = Z(—l)”] aifdet(Mif). (4.31)
i=1
En ambos casos, el menor M;; es la matriz de orden N —1 que resulta de retirar de A la fila i

y la columna j.
Proposicién 4.5. Para

N
EWM =Y 2cos(()),
=1

entonces, para cada § fijo, P, ({) es una solucion, 1//(N ), de la ecuacton

DEMOSTRACION. Demostremos la proposicién con una consecucién de igualdades. En
primer lugar, podemos desarrollar a Py, como una suma de determinantes de orden N —1,
como se ve en . El desarrollo en determinantes sera a partir de la columna que tiene la

misma variable que el término correspondiente de la suma que define a EN, veamos

1 N N -~
ENP@) = 03] 220087 ) (D" Py 5, (P det | Py_is, (cj)]
j=1

= 1<i,j<N,i#i,j#]

Luego, utilisando que los polinomios P, satisfacen al ecuacion (L.5), del capitulo 1]y traba-

jando por separado los términos correspondientes a i = N, se obtiene que

1 N N-1
EVP@=gmY L - 1)”]( VRN (R NN ¢ ))det[PN a1 e,
j=1 i= I(N) i#0,j#]
A—eze AVY,
7L+ef€A(N’

1 N+j
+(1=0ay) =5 V(() Z( 1) (PAN 1€ )+P/1N+1(C ))det[PN itA; (C])]1<i,jsN,i¢?,j¢f

1
+61N V(() Z( 1)N+] (bp/lN((A) + (1 (/l)PAN.;.l(( )) det[PN l+/1 ((])]1<1 ]<N l#l ]#]
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Luego, reacomodando términos y haciendo simplificaciones menores, podemos obtener que

1 N N-1

EVR@= 55 X CDTPy @ det [Py, @) o
T eeA®
f S Y TRy @ det Py )
= N=i423+15 ] N= S 1< j it 2T
Atese AN

N+] R
+ b0y —— V(() Z( DT Py (5 )det[PN i+A ((J)]lqyjsj\,,#;#f

F1- Z( DNV Py @) det | Py-iia, €)]

ab PN
Wy V(() 1<i,j<N,i#i, j#]

PN B Y, R e
+a %)V(szzl( 1) PAN_I(cj)det[PN_1+;Li(c])]lsi,jsN’iﬁjﬁ.

Notemos entonces que cada caso tiene la forma de un desarrollo en determinantes, por fila,

de tamafio N — 1, como se ve en (4.30), por lo tanto,

N-1
EVP@Q = Y Pre)
=t
A*EITEA(N)
N-1
+ Y Piie; Q)+, bPA() + (1= abpy)Prsey (@) + (1 =82y )Pr-ey ()
i=1,
A+e;e AV

N N
Y Pie@+ Y (1-ad3) NPy () +81,DPAQ)
i=1, i=1,
A—el;EA(N) 7L+é;EA(N)

=LV P, ).

1K

En la igualdad * se elimina el término —8,, Py—¢, ({), ya que si A # 0 entonces el término

se anula y en caso contrario 1 —ey ¢ A", De esta forma queda satisfecha la ecuacién. [

Por lo tanto la Proposicion comprueba que los polinomios de Schur generalizado
P, (0) son funciones propias del Laplaciano generalizado L'V, asociadas a E®™) evaluado en
cada ¢ fijo.

4. Transformada de Fourier y Andlisis espectral.

El razonamiento en esta seccion es idéntico al del capitulo[3} por esta razén con el fin de
ser mas concisos, damos menos contexto intuitivo. Definimos la transformada de Fourier, y

su transformada inversa, y luego diagonalizamos LYY para encontrar su espectro.

Definicion 4.6. Se define la transformada
FHN 2 (A(N);A(N))

f—7r
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donde
FO = (FF)W) = {f,Pa)zwm (4.32)

Definamos ademas F!.

Definicién 4.7. La transformada:

Fl. g2 (A(N),A(N)) W™

f—r
se define como:
O =(Ffw=(FP@), = ¥ Fur@ad. (4.33)
AeAD)

Proposicién 4.8. F~! es inversa de F

DEMOSTRACION. Primero probemos que F~'F = idyw. Sea f € HN), f tiene un desa-
rrollo en la base {P;} 1eam Y este desarrollo coincide con la expresion obtenida al aplicar las
definiciones de 1, en (@:2) y F, en (4.1).

FLE() = (£ Pz PO) = L (£ P)aw PAQOAY = £,
AeAd)

Ahora veamos que FF ' = ids(ym am)- Sea fee? (A(N);A(N)), se cumple la siguiente con-

secucién de igualdades,

yeA(N) uEA(N)

ffl(f)=< )y f(,U)Pu(C)Au’P/1> = ¥ Fwau PPy, =T,
A

Para obtener la primera de estas basta con aplicar las definiciones de 7!, @.2), y F,@1), y

luego efectuar el producto <f,P(C )>A<N)’ como se define en ; para la segunda basta con

aplicar linealidad y para la tercera debe notarse que

0, siA#p
<P,UP,1>NN)= iy s A=
A

Por lo tanto F~! es inversa de F. O

Teniendo probado que F es un isomorfismo, pasemos a probar que, ademas, es isome-

tria.
Proposicién 4.9. F conserva el producto interno entre HN) y ¢? (A(N ), AW )).

DEMOSTRACION. Sean f,g € H™), podemos utilizar sus desarrollos con elementos de la

base {P3},. v v luego la linealidad de (-,-)3m, de donde

<f»g>guv) = Z <frP/1>3(NJ Af<g,Pu>3(N)Af)’ <P/1»Pu>3w) = Z <fvP/1>3(N) <g’P/l>3(NJAf1V-
A,ue A AeA®
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Para la tercera igualdad se utiliz6, al igual que en la proposicion anterior, la ortogonalidad de
los polinomios P, y P,,. La expresion resultante corresponden claramente con la definicion

de fy g, @), sustituyendo obtenemos que

(f,8)am = ; (Ff) W (Fg) MAY =(Ff,Fg)pm -
eA

Por lo tanto, F también conserva el producto interno entre HN) y £2 (A(N);A(N )) O

Solo nos resta probar que L) y E™) | efectivamente, son conjugados via F.

Teorema 4.10. E™N) es autoadjunto y cumple que
LV =Fg™F (4.34)

DEMOSTRACION. Al igual que en el caso de una variable, E?) es un operador de multi-
plicacién que toma valores reales, con este argumento se puede comprobar facilmente que
EW) es autoadjunto.

Probemos que F 'L F = E™ La siguiente cadena de igualdades sigue de aplicar las defi-
niciones para la transformada 7, y la accién del Laplaciano L&V,

N N 5
=F L FHA-en+ Y 1=ad )N FHA+en +61,bFNHW)
=1 i=1
l—:fiEAN /1+eli€A(N)
) N N Sn_i
_ Zl <f, P/lfei>3(m + Zi (1—ady, )N <f, P/”l+ei>5(1v) +0yb(f,P1)zm
i= =
A—e;e ANV AteieA™
N N F)
i—1 i=1
A—elieA‘N) /l+eli€A(N) AN

La ultima igualdad es consecuencia de la linealidad de los productos internos. Ademés como

la familia {Py},. v soluciona #29), se tiene

N N
FUNFE(f)=F" <f, > 2c08((j)P/1> =7 <Z ZCOS((j)frP/l>
j=1 j=1

AN AW

De donde aplicando F~! obtenemos:

N N
FUNFE([= ¥ <Z ZCOS(Cj)f,P,1> PAAY = £ Y 2c0s(( ).
A j=1

AeA@) \j=1

El Teorema nos trae como consecuencia el siguiente resultado.

Proposicion 4.11. LW es simétrico con respecto a {:,-) AN
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DEMOSTRACION. Para ¢, ¢, € £2 (A(N),A(N)), se cumplen las siguientes igualdades. Co-
mo F LN F = E™) ge tiene la primera igualdad, y teniendo en cuenta que F es una iso-
metria, se conserva el producto interno al aplicar F a cada miembro, obteniendo la segunda

igualdad,
(N) — —1 2(N) — [ p(\)
(1V9.0) = (FENFe) = (ENFo,Fp) .
Luego, como E™) es autoadjunto y 7! también es isometria se tiene que
(N) — (N) — -1 (N) — (N\)
(EVF0 7)) =(FoEVFo) = (0.7 EV ) oy = (0 L176)

O

Este conjunto de resultados nos permite diagonalizar el Laplaciano L"), El calculo del

espectro es factible, encontrando los valores complejos donde (E —w)~! no esté acotada.

Teorema 4.12. Sea LYY definido como en (&.28), con N =2 actuando sobre £? (A(N) ; A(N)), con
a=pqg<lyb=(p+q)€R, setiene que:

0. Sige(-1,1) ype(-1,1),

o|LWV)=¢|EM| =[-2N, 2N]. (4.35)
(1) =a ()= 1

1. Sip>1yq€(—1,%),

U(L(N)):J(E(N)): —2N,2(N—1)+p+% . (4.36)
2. Siq<—1ype(%,1),
U(L(N))za(E(N))z —2(N—1)+q+$,2N . (4.37)
3. Sig<-1yp>1,
U(L(N)):U(E(N)): —2(N—1)+q+é,2(N—l)+p+% . (4.38)

DEMOSTRACION. Encontrar el espectro de LYY) es equivalente a encontrar el espectro
de E™), en todos los regimenes de pardmetros, ya que E/V) es unitariamente equivalente a
L™ Las hipétesis del Teorema espectral, en la forma de operador de multiplicacién, ver en
[H13], se pueden comprobar sin inconvenientes utilizando los resultados parciales de este
capitulo. Por lo tanto nos concentraremos en encontrar el espectro del operador EWN) que
es de un tratamiento mucho mas sencillo. Utilizaremos las mismas ideas que para el cdlculo
del operador E, en una variable. Notemos que EN) — o tiene inversa no acotada en el caso

Caso 1. Para todos los valores de { que esté definida la inversa, debe cumplirse que

(E(N)_a,)’l(f)z (ETf_w)(().



42 CHAPTER 4. GENERALIZACION A VARIAS VARIABLES.

Analicemos entonces la no acotacion de esta expresion

((B-o) " (5% -0) 1 >AN > f S ((C‘? AVl

Fa,n-1),€p)*
A
i (N— D! fo fo PO BN Cunny ey~

x ANV (v dCn-1,..dC .

Es fécil ver que la primera integral multiple estd acotada si w no estd en la imagen del ope-
rador EM siw¢ [-2N, 2N], y la segunda esta acotada si w no estd en la imagen que puede
alcanzar EN ({1 n-1),€}), que seria w ¢ [—Z(N— D+p+p L, 20N-D+p+ p‘l]. Por lo tan-

to,
R e e |

Ademads, si consideramos que f =1, se tiene que
-1 -1 1 VA /1 1 N
P P o S Ly S B
<( o) (E o) sy My h EO@ et Sl

1
+ A
(N—l)!fo fo p(C)(E(N)(((I,N—l)»ep)_w)z
x ANV N dN-1,...d(1,

de donde se tiene que:
([—ZN, 2N|u [—2(N— D+p+pt, 2N-D+p+ p_l]) QU(E(N)) =o(LW).

Entonces tenemos la igualdad por doble inclusiéon. Nétese que el conjunto de valores reales

que puede alcanzar el espectro es

1
-2N,2(N-1)+p+—
p

Para el andlisis del Caso 2, podemos seguir idénticamente el razonamiento para la sin-

gularidad €,4. En el Caso 3, el andlisis es similar.
( 1 (N 1 L 4 AN
(EY - f,EV-0) ) =—f f FQgORY Q) dly, ...l
A3 N'Jo 0

ANV -1 dN-1,-.-d(1

1
+ — A
(N—l)!fo fo p@ (EM({a,n-1),€p) — w)?

1 7 T 1 ~
+ .| A AN-D _)di{n-1),...d
(N—l)!fo fo q@) EM o ren —o? €a,N-1)dl(N-1),-.-dC1

AN (¢4, N-2)dL (N-2), A1

1
+ f f B@) —
(N=-2)1Jo " Jo EMENY eq,6p) - w)?2
En este caso se puede usar el mismo razonamiento que en el Caso 1, y anlaizar cada integral

de forma general y luego de forma particular para f = 1. Obteniendo entonces

w€[-2N,2N]u U

1 1
2(N-D+p+—=2(N-D+p+—
p p

1 1
—2(N-D+qg+—2(N-1)+qg+—
q q
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1 1 11 1 1
U[-2(N=2)+p+—+g+—2(N-2)+p+g+—+—|=|-2(N-D+g+—=,2(N-D+p+—|.
Py PTGy "y "

En el Caso 0, el andlisis es solo sobre la N-integral multiple, dando como resultado que
we[-2N, 2N]

Con esto tenemos totalmente descrito el espectro de L!Y) g
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