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Laplaciano discreto en una variable l.l!
TALCA

Sea p € (2(Z,),

@(n—1)+¢(n+1), n>0
(1—=a)e(1)+bp(0), n=0

b

L(y) = (Lp)(n) = {

cona,beR,ya<1.
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Laplaciano discreto en una variable |

Sea p € (2(Z,),

@(n—1)+¢(n+1), n>0
(1—=a)e(1)+bp(0), n=0

b

L(y) = (Lp)(n) = {

cona,beR,ya<1.

La ecuacioén
Ly = Eyp,

tiene soluciones formales para E = 2 cos(¢), para cada ¢
¥(n) = p¢(n) = Un(cos(¢)) — bUp-1 (cos(()) + alp-—2 (cos(¢))

donde Up(cos(¢)) = %{5)0
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Polinomios de Bernstein-Szegd
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Polinomios de Bernstein-Szegd

Proposicion 2.2
Las funciones v¢(n) se pueden escribir como polinomios de Bernstein-Szeg®,

ch(n) = Pn(¢) = C(C)e""C 4 C(—C)e_’”C 7
donde

1— —i¢ 1— —i¢
o) ;= Upe 0 0)

con las relaciones a=pq, b = p + q. |
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Ortogonalidad de P, con p,q € (—1,1)

Sea

) 5 n=0 ~ . 1
A"-—{1n>o v A= e

Se define L? ([0, 7], 3) con el producto interno

(.93, = [ (OTIAQL,  fget?(0o.m.A),
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Ortogonalidad de P, con p,q € (—1,1)

Sea

) 5 n=0 ~ . 1
A"-—{1n>o v A= e

Se define L? ([0, 7], 3) con el producto interno

/f qOAQdC,  f.get?(0.].A).

Proposicion 2.3

ParanmeZ,yp,qec(—1,1)(Caso 0),

0 n#m

Ao
(P, Pm)z, = { aa
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Modificacion del espacio L2 ([0, 7], A

» Parap>1yqe (—1, %)(Caso 1),
/ (¢ (Q)C + apf(e)g(e).
» Parag< —-1ypec (15, 1)(Caso 2),

/ F(OGOAQ)IC + agf(cq)gleq).

» Parap>1yq< —1(Caso 3),

: / HOTOA()IC + apf(ep)T(ep) + raf(eq)gTeq)-
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Residuos y singularidades de la medida

Los valores ¢, ¥ yeq son singularidades de la medida A,
ep = —iIn(p),
g = —IIn(q).

Las constantes oy y ag dependen de los residuos en dichas singularidades,
p— 1
ap = —2nResz (p) = m,
i—a
aq := —2rResz(q) = m.
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Ortogonalidad de P, con pg < 1

Teorema 2.5

Los polinomios {Pn}neh, con pg < 1, son ortogonales, de acuerdo al régimen de
parametros correspondiente, en los siguientes espacios de Hilbert:

0. Sip,q € (—1,1), son ortogonales en L? ([O,w]; 3) .

1. Sip>1yqe (—1 , ‘5) son ortogonales en L? ([0,71] U {ep}; 31) .

2. Sig<-1ype (16’ 1), son ortogonales en L? ([0771'] U {eq};ﬁz) .

3. Sip>1yqg< —1, son ortogonales en L? ([Om] U {ep} U{eg}: £3> .
Cumpliéndose la siguiente relacién de ortogonalidad,

1

<Pn7Pm>3i:{A"

= i=0,1,2,3.
0 n#m
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Ortogonalidad de P, con pg < 1

Teorema 2.5

Los polinomios {Pn}neh, con pg < 1, son ortogonales, de acuerdo al régimen de
parametros correspondiente, en los siguientes espacios de Hilbert:

0. Sip,q € (—1,1), son ortogonales en L? ([O,w]; 3) .

1. Sip>1yqe (—1 , ‘5) son ortogonales en L? ([0,7?] U {ep}; 31) .

2. Sig<-1ype (16’ 1), son ortogonales en L? ([0771'] U {eq};ﬁz) .

3. Sip>1yqg< —1, son ortogonales en L? ([Om] U {ep} U{eg}: £3> .
Cumpliéndose la siguiente relacién de ortogonalidad,

1

<Pn7Pm>3i:{A"

= i=0,1,2,3.
0 n#m

Entonces tenemos una base ortonormal para cada espacio
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Transformada de Fourier

Sea (2 (Zy; A), con el producto interior,

(@ 0a =Y e(Md(MAn, ¢, ¢ € (Zs; D).

n=0
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Transformada de Fourier

Sea (2 (Zy; A), con el producto interior,

(@ 0a =Y e(Md(MAn, ¢, ¢ € (Zs; D).

n=0

Se define F;, para f € L?,
Fif) = (R (n):

[
=~
o
B>

y se define F', para f € (3(Z,, 1),

F0 = (F7) ()= (1Pa) o= S HmPH(C)An
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Transformada de Fourier

Sea (2 (Zy; A), con el producto interior,
(0. 8)n = _e(Md(MDn, ¢, ¢ € P(Zy; D).
n=0

Se define F;, para f € L?,
Fif) = (R (n):

y se define F', para f € (3(Z,, 1),

[
=~
o
B>

F0 = (F7) ()= (1Pa) o= S HmPH(C)An

Teorema 3.6
Para cada regién de parametros,

L= FEF

y se cumple que Ly E son unitariamente equivalentes, via F;.

A. Vidal | INSTMAT El espectro del Laplaciano discreto en Z ... 11 de abril de 2024



Introduccién Laplaciano sobre 7 Laplaciano sobre AN)
[e]

Conclusiones
000000080 00000000

[e]e]e}

Espectro de L

Se tiene que

0. Sip,g € (—1,1), entonces
o(L)=0(E)=[-22]

1. Sip>1yqe (—1,2—)),entonces
c(ly=0(E)=[-2,21u{p+p'}.

2.Sig<-1ype (%,1), entonces

o(L)=0(E)=[-2.2Ju{g+q '}

3. Sig< —1yp>1,entonces

c(ly=c(E)=[-2,21u{p+p'tu{g+q'}.

v
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Funciones propias de L

En cada caso se trasladan mediante F; las funciones propias de E a L, manteniendo la
norma.
Parap>1yqc (—1, ,‘;)(Caso 1),

ey (M) o Prlep) ¥ (Plep), Plep)) g = ij
Parag < ~1ype (4,1)(Caso2),
Vo () o Paleq) Y (P(eq), Pleq))a = qu
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Funciones de Schur generalizadas

Seace[0, 7Ny e AN = {A = My ) € Z)V A > Do >, > Ay > 0} ,se
define:

’
Pr(¢) = 0] det [PN—/+/\j(Ck)j|1§/'7k§N'
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Funciones de Schur generalizadas

Seace[0, 7Ny e AN = {A = My ) € Z)V A > Do >, > Ay > 0} ,se
define:

’
Pr(¢) = 0] det [PN—/+/\j(Ck)j|1§/'7k§N'

Ademas, se defineparar=1,...N
> Vi(¢) = det[Pf—/(Ck)ng,kgr'

> C(r)(C) - C(r)(Ch ey Cr) = Vr(C) H1§j§r C(Cj)-

/\(r) L 1
> A (C) T (@2m) Crn(€)Cn (=€)
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Ortogonalidad de Py con p,q € (—1,1)

Se define:
12 ([o,yr]N;B(M) - {f € L2 ([o,w]N;BW)) ‘f(g, s CN) = H(Cops ooy Coy ), Vo € SN},

con el producto interno

(1(0), 9(O) a0 / /f(c IOAM(C)dCn, -..de
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Ortogonalidad de Py con p,q € (—1,1)

Se define:

12 ([o,w]N;B(M) - {f € L2 ([o,w]N;BW)) ‘f(g, s CN) = H(Cops ooy Coy ), Vo € SN},

con el producto interno

(1(0), 9(O) a0 / /f(c IOAM(C)dCn, -..de

Proposicion 4.1

Sean A\, u € Ay p, q e (—1,1)(Caso 0),

0, Si AF#p
(P, PN>EgN) - { 1—adxy, si A=p
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Modificacion del espacio L2 ([0, 7]N; AN)

EneICaso1,p>1yQE(—1,%)

(100 s = 37 || - [ FOA (...

1

—_

+(N_1)|/0 /0 AP(C)f(C‘]:'-'7CN7156P)Q(C17~"7CN7176P)B(N71)(C17"-7<N71)dCN71,...dC1,

vN(g1,...,qN1,ep>>2

Ap(C) = ap ( V—1(Cay ey CN—t)
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Modificacion del espacio L2 ([0, 7]N; AN)

EneICaso1,p>1yQE(—1,%)

(100 s = 37 || - [ FOA (...
Jr(Ni 1)! /07r /Oﬁ Ao(©)F(Gty ey i1, €0) (Gt ovs Gt ) AN V(G oy Gt ) -1, G,

VN(§1 ) CN*‘] ) 6P)>2

Ap(C) = ap ( V—1(Cay ey CN—t)

b p B 0, siAp o
< Ay #)EI(N) = 17a5>\NsSi)‘:”‘7 ’_0717273' (1)
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Laplaciano sobre A(V)

Sea (2 (AM); A)), con producto interno

(. 0) =Y p(NsMalY,

AeAN)

donde ’

AM =
A 1 —aé,\N
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Laplaciano sobre A(V)

Sea (2 (AM); A)), con producto interno

(. 0) =Y p(NsMalY,

AEA®
donde
N
Se define el Laplaciano de la siguiente forma:
N N
LM (@)= > wh—e)+ > (1-ad,)" oA+ e)+ dybo()).
A— A AereA®)
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Laplaciano sobre AN) y soluciones formales.
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Laplaciano sobre AN) y soluciones formales.

Proposicion 4.5
Para
EM . Z 2 cos(¢)),

y ¢ fijo, PA(¢) es una solucion, wé’v), de la ecuacion

LNy, — EN)
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Transformada de Fourier

Se define F;, para f € L5
Fif) = (Fif) () 1= (£, Pr) o0

y se define 7', para f € (2 (AN), AV

~

FAO (AT 0= (1), = 2 FOPALY.
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Transformada de Fourier

Se define F;, para f € L5
Fif) = (Fif) () 1= (£, Pr) o0

y se define 7', para f € (2 (AN), AV

~

FAO (AT 0= (1), = 2 FOPALY.

Teorema 4.10
Para cada régimen de parametros,

L(N) — ]:iE(N)]:i_1

y se cumple que L) y E(N) son unitariamente equivalentes, via F;.
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Espectro de L(N)

Teorema 4.12
Sea N > 2,
0. Sige (—1,1)ype (—1,1), entonces

o(L™) = o(EM) = [-2N , 2N].
1. Sip>1yqe(—1,1/p), entonces
o(LMy = o(EMy=[-2N, 2(N-1) +p+ :3].
2. Sig< —-1ype(1/q,1), entonces
oLy = (EM)y =[-2(N - 1)+ q + :—7 , 2N].
3. Sig< -1y p>1,entonces

oLy = o(EMy=[-2(N - 1)+ g + 15 L 2(N=1)+p+ %].

v
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Conclusiones i

» El espectro del Laplaciano discreto L se describio, paraa< 1y b € R, através de la
familia bi-paramétrica, {Pn},.;, , de polinomios de Bernstein-Szegd.

» Se generalizaron todos los resultados a N variables, utilizando funciones de Schur
generalizadas asociadas a la familia {Pn} ., .
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iMuchas gracias!
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