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2
Laplaciano discreto en una variable

Sea φ ∈ ℓ2 (Z+),

L(φ) = (Lφ)(n) =

{
φ(n−1)+φ(n+1), n>0

(1−a)φ(1)+bφ(0), n=0
,

con a, b ∈ R, y a < 1.
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2
Laplaciano discreto en una variable

Sea φ ∈ ℓ2 (Z+),

L(φ) = (Lφ)(n) =

{
φ(n−1)+φ(n+1), n>0

(1−a)φ(1)+bφ(0), n=0
,

con a, b ∈ R, y a < 1.

La ecuación

Lφ = Eφ,

tiene soluciones formales para E = 2 cos(ζ), para cada ζ

ψ(n) = ψζ(n) = Un (cos(ζ))− bUn−1 (cos(ζ)) + aUn−2 (cos(ζ))

donde Un(cos(ζ)) =
sin((n+1)ζ)

sin(ζ) .
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Polinomios de Bernstein-Szegö
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4
Polinomios de Bernstein-Szegö

Proposición 2.2

Las funciones ψζ(n) se pueden escribir como polinomios de Bernstein-Szegö,

ψζ(n) = Pn(ζ) = c(ζ)einζ + c(−ζ)e−inζ ,

donde

c(ζ) :=

(
1 − pe−iζ

) (
1 − qe−iζ

)

1 − e−2iζ
,

con las relaciones a = pq, b = p + q.
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5
Ortogonalidad de Pn con p, q ∈ (−1, 1)

Sea

∆n :=

{
1

1−a
n=0

1 n>0
y ∆̂(ζ) :=

1

2πc(ζ)c(−ζ)
.

Se define L2
(
[0, π], ∆̂

)
con el producto interno

⟨f , g⟩∆̂0
:=

∫ π

0

f (ζ)g(ζ)∆̂(ζ)dζ, f , g ∈ L2
(
[0, π], ∆̂

)
.
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5
Ortogonalidad de Pn con p, q ∈ (−1, 1)

Sea

∆n :=

{
1

1−a
n=0

1 n>0
y ∆̂(ζ) :=

1

2πc(ζ)c(−ζ)
.

Se define L2
(
[0, π], ∆̂

)
con el producto interno

⟨f , g⟩∆̂0
:=

∫ π

0

f (ζ)g(ζ)∆̂(ζ)dζ, f , g ∈ L2
(
[0, π], ∆̂

)
.

Proposición 2.3

Para n,m ∈ Z+ y p, q ∈ (−1, 1)(Caso 0),

⟨Pn,Pm⟩∆̂0
=

{
1

∆n
n=m

0 n ̸=m
.
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6
Modificación del espacio L2

(
[0, π], ∆̂

)

▶ Para p > 1 y q ∈
(
−1, 1

p

)
(Caso 1),

⟨f (ζ), g(ζ)⟩∆̂1
:=

∫ π

0

f (ζ)g(ζ)∆̂(ζ)dζ + αpf (ϵp)g(ϵp).

▶ Para q < −1 y p ∈
(

1
q
, 1

)
(Caso 2),

⟨f (ζ), g(ζ)⟩∆̂2
:=

∫ π

0

f (ζ)g(ζ)∆̂(ζ)dζ + αq f (ϵq)g(ϵq).

▶ Para p > 1 y q < −1(Caso 3),

⟨f (ζ), g(ζ)⟩∆̂3
:=

∫ π

0

f (ζ)g(ζ)∆̂(ζ)dζ + αpf (ϵp)g(ϵp) + αq f (ϵq)g(ϵq).
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7
Residuos y singularidades de la medida

Los valores ϵp, y yϵq son singularidades de la medida ∆̂,

ϵp = −i ln(p),

ϵq = −i ln(q).

Las constantes αp y αq dependen de los residuos en dichas singularidades,

αp := −2πRes∆̂(p) =
p − 1

p

(p − q) (1 − pq)
,

αq := −2πRes∆̂(q) =

1
q
− q

(p − q) (1 − pq)
.

A. Vidal | INSTMAT El espectro del Laplaciano discreto en Z+ ... 11 de abril de 2024



Introducción Laplaciano sobre Z+ Laplaciano sobre Λ(N) Conclusiones

8
Ortogonalidad de Pn con pq < 1

Teorema 2.5

Los polinomios {Pn}n∈Z+
, con pq < 1, son ortogonales, de acuerdo al régimen de

parámetros correspondiente, en los siguientes espacios de Hilbert:

0. Si p, q ∈ (−1, 1), son ortogonales en L2
(
[0, π]; ∆̂

)
.

1. Si p > 1 y q ∈
(
−1, 1

p

)
, son ortogonales en L2

(
[0, π] ∪ {ϵp}; ∆̂1

)
.

2. Si q < −1 y p ∈
(

1
q
, 1

)
, son ortogonales en L2

(
[0, π] ∪ {ϵq}; ∆̂2

)
.

3. Si p > 1 y q < −1, son ortogonales en L2
(
[0, π] ∪ {ϵp} ∪ {ϵq}; ∆̂3

)
.

Cumpliéndose la siguiente relación de ortogonalidad,

⟨Pn,Pm⟩∆̂i
=

{
1

∆n
n=m

0 n ̸=m
, i = 0, 1, 2, 3.
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Ortogonalidad de Pn con pq < 1

Teorema 2.5

Los polinomios {Pn}n∈Z+
, con pq < 1, son ortogonales, de acuerdo al régimen de

parámetros correspondiente, en los siguientes espacios de Hilbert:

0. Si p, q ∈ (−1, 1), son ortogonales en L2
(
[0, π]; ∆̂

)
.

1. Si p > 1 y q ∈
(
−1, 1

p

)
, son ortogonales en L2

(
[0, π] ∪ {ϵp}; ∆̂1

)
.

2. Si q < −1 y p ∈
(

1
q
, 1

)
, son ortogonales en L2

(
[0, π] ∪ {ϵq}; ∆̂2

)
.

3. Si p > 1 y q < −1, son ortogonales en L2
(
[0, π] ∪ {ϵp} ∪ {ϵq}; ∆̂3

)
.

Cumpliéndose la siguiente relación de ortogonalidad,

⟨Pn,Pm⟩∆̂i
=

{
1

∆n
n=m

0 n ̸=m
, i = 0, 1, 2, 3.

Entonces tenemos una base ortonormal para cada espacio
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9Transformada de Fourier

Sea ℓ2 (Z+; ∆), con el producto interior,

⟨φ, ϕ⟩∆ :=

∞∑

n=0

φ(n)ϕ(n)∆n, φ, ϕ ∈ ℓ2 (Z+; ∆) .
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9Transformada de Fourier

Sea ℓ2 (Z+; ∆), con el producto interior,

⟨φ, ϕ⟩∆ :=

∞∑

n=0

φ(n)ϕ(n)∆n, φ, ϕ ∈ ℓ2 (Z+; ∆) .

Se define Fi , para f ∈ L2,

Fi(f ) = (Fi f ) (n) := ⟨f ,Pn⟩∆̂i

y se define F−1
i , para f̂ ∈ ℓ2(Z+,∆),

F−1
i (̂f ) =

(
F−1

i f̂
)
(n) =

〈
f̂ ,Pn

〉
∆
:=

∞∑

n=0

f̂ (n)Pn(ζ)∆n.
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9Transformada de Fourier

Sea ℓ2 (Z+; ∆), con el producto interior,

⟨φ, ϕ⟩∆ :=

∞∑

n=0

φ(n)ϕ(n)∆n, φ, ϕ ∈ ℓ2 (Z+; ∆) .

Se define Fi , para f ∈ L2,

Fi(f ) = (Fi f ) (n) := ⟨f ,Pn⟩∆̂i

y se define F−1
i , para f̂ ∈ ℓ2(Z+,∆),

F−1
i (̂f ) =

(
F−1

i f̂
)
(n) =

〈
f̂ ,Pn

〉
∆
:=

∞∑

n=0

f̂ (n)Pn(ζ)∆n.

Teorema 3.6

Para cada región de parámetros,

L = FiEF−1
i

y se cumple que L y E son unitariamente equivalentes, vía Fi .

.
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Espectro de L

Teorema 3.8

Se tiene que

0. Si p, q ∈ (−1, 1), entonces

σ (L) = σ (E) = [−2, 2].

1. Si p > 1 y q ∈
(
−1, 1

p

)
, entonces

σ (L) = σ (E) = [−2, 2] ∪
{

p + p−1
}
.

2. Si q < −1 y p ∈
(

1
q
, 1

)
, entonces

σ (L) = σ (E) = [−2, 2] ∪
{

q + q−1
}
.

3. Si q < −1 y p > 1, entonces

σ (L) = σ (E) = [−2, 2] ∪
{

p + p−1
}
∪
{

q + q−1
}
.
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Funciones propias de L

En cada caso se trasladan mediante Fi las funciones propias de E a L, manteniendo la

norma.

Para p > 1 y q ∈
(
−1, 1

p

)
(Caso 1),

ψϵp
(n) ∝ Pn(ϵp) y ⟨P(ϵp),P(ϵp)⟩∆ =

1

αp

Para q < −1 y p ∈
(

1
q
, 1

)
(Caso 2),

ψϵq
(n) ∝ Pn(ϵq) y ⟨P(ϵq),P(ϵq)⟩∆ =

1

αq
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13
Funciones de Schur generalizadas

Sea ζ ∈ [0, π]N y λ ∈ Λ(N) :=
{
λ = (λ1, ..., λN) ∈ (Z+)

N
∣∣λ1 ≥ λ2 ≥, ...,≥ λN ≥ 0

}
, se

define:

Pλ(ζ) :=
1

VN(ζ)
det

[
PN−j+λj (ζk )

]
1≤j,k≤N

.
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13
Funciones de Schur generalizadas

Sea ζ ∈ [0, π]N y λ ∈ Λ(N) :=
{
λ = (λ1, ..., λN) ∈ (Z+)

N
∣∣λ1 ≥ λ2 ≥, ...,≥ λN ≥ 0

}
, se

define:

Pλ(ζ) :=
1

VN(ζ)
det

[
PN−j+λj (ζk )

]
1≤j,k≤N

.

Además, se define para r = 1, ...,N

▶ Vr (ζ) := det [Pr−j(ζk)]1≤j,k≤r
.

▶ C(r)(ζ) = C(r)(ζ1, ..., ζr ) := Vr (ζ)
∏

1≤j≤r c(ζj).

▶ ∆̂(r)(ζ) := 1
(2π)r C(r)(ζ)C(r)(−ζ)

.
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14
Ortogonalidad de Pλ con p, q ∈ (−1, 1)

Se define:

L2
s

(
[0, π]N ; ∆̂(N)

)
:=

{
f ∈ L2

(
[0, π]N ; ∆̂(N)

) ∣∣∣f (ζ1, ..., ζN) = f (ζσ1
, ..., ζσN

), ∀σ ∈ SN

}
,

con el producto interno

⟨f (ζ), g(ζ)⟩
∆̂

(N)
0

:=
1

N!

∫ π

0

...

∫ π

0

f (ζ)g(ζ)∆̂(N)(ζ)dζN , ...dζ1
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14
Ortogonalidad de Pλ con p, q ∈ (−1, 1)

Se define:

L2
s

(
[0, π]N ; ∆̂(N)

)
:=

{
f ∈ L2

(
[0, π]N ; ∆̂(N)

) ∣∣∣f (ζ1, ..., ζN) = f (ζσ1
, ..., ζσN

), ∀σ ∈ SN

}
,

con el producto interno

⟨f (ζ), g(ζ)⟩
∆̂

(N)
0

:=
1

N!

∫ π

0

...

∫ π

0

f (ζ)g(ζ)∆̂(N)(ζ)dζN , ...dζ1

Proposición 4.1

Sean λ, µ ∈ Λ(N) y p, q ∈ (−1, 1)(Caso 0),

⟨Pλ,Pµ⟩∆̂(N)
0

=

{
0, si λ ̸=µ

1−aδλN
, si λ=µ

.
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15
Modificación del espacio L2

s

(
[0, π]N ; ∆̂(N)

)

En el Caso 1, p > 1 y q ∈
(
−1, 1

p

)

⟨f (ζ), g(ζ)⟩
∆̂

(N)
1

=
1

N!

∫ π

0

...

∫ π

0

f (ζ)g(ζ)∆̂(N)(ζ)dζN , ...dζ1

+
1

(N − 1)!

∫ π

0

...

∫ π

0

Ap(ζ)f (ζ1, ..., ζN−1, ϵp)g(ζ1, ..., ζN−1, ϵp)∆̂
(N−1)(ζ1, ..., ζN−1)dζN−1, ...dζ1,

donde,

Ap(ζ) = αp

(
VN(ζ1, ..., ζN−1, ϵp)

VN−1(ζ1, ..., ζN−1)

)2
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15
Modificación del espacio L2

s

(
[0, π]N ; ∆̂(N)

)

En el Caso 1, p > 1 y q ∈
(
−1, 1

p

)

⟨f (ζ), g(ζ)⟩
∆̂

(N)
1

=
1

N!

∫ π

0

...

∫ π

0

f (ζ)g(ζ)∆̂(N)(ζ)dζN , ...dζ1

+
1

(N − 1)!

∫ π

0

...

∫ π

0

Ap(ζ)f (ζ1, ..., ζN−1, ϵp)g(ζ1, ..., ζN−1, ϵp)∆̂
(N−1)(ζ1, ..., ζN−1)dζN−1, ...dζ1,

donde,

Ap(ζ) = αp

(
VN(ζ1, ..., ζN−1, ϵp)

VN−1(ζ1, ..., ζN−1)

)2

Teorema 4.4

Sea λ ∈ Λ(N), la familia {Pλ(ζ)}λ∈Λ(N) , con pq < 1, cumple que:

⟨Pλ,Pµ⟩∆̂(N)
i

=

{
0, si λ ̸=µ

1−aδλN
, si λ=µ

, i = 0, 1, 2, 3. (1)

A. Vidal | INSTMAT El espectro del Laplaciano discreto en Z+ ... 11 de abril de 2024



Introducción Laplaciano sobre Z+ Laplaciano sobre Λ(N) Conclusiones

16Laplaciano sobre Λ(N)

Sea ℓ2
(
Λ(N); ∆(N)

)
, con producto interno

⟨φ, ϕ⟩ :=
∑

λ∈Λ(N)

φ(λ)ϕ(λ)∆
(N)
λ ,

donde

∆
(N)
λ :=

1

1 − aδλN

.
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16Laplaciano sobre Λ(N)

Sea ℓ2
(
Λ(N); ∆(N)

)
, con producto interno

⟨φ, ϕ⟩ :=
∑

λ∈Λ(N)

φ(λ)ϕ(λ)∆
(N)
λ ,

donde

∆
(N)
λ :=

1

1 − aδλN

.

Se define el Laplaciano de la siguiente forma:

L(N) (φ) :=
N∑

i=1
λ−ei∈Λ

(N)

φ(λ− ei) +
N∑

i=1
λ+ei∈Λ

(N)

(1 − aδλN
)δN−iφ(λ+ ei) + δλN

bφ(λ).
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17Laplaciano sobre Λ(N) y soluciones formales.
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17Laplaciano sobre Λ(N) y soluciones formales.

Proposición 4.5

Para

E (N) :=

N∑

j=1

2 cos(ζj),

y ζ fijo, Pλ(ζ) es una solución, ψ
(N)
ζ , de la ecuación

L(N)φ = E (N)φ.
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18Transformada de Fourier

Se define Fi , para f ∈ L2
s

Fi(f ) = (Fi f ) (n) := ⟨f ,Pλ⟩∆̂(N)
i

y se define F−1
i , para f̂ ∈ ℓ2

(
Λ(N),∆(N)

)

F−1
i (̂f )

(
F−1

i f̂
)
(λ) =

〈
f̂ ,Pλ

〉
∆(N)

:=
∑

λ∈Λ(N)

f̂ (λ)Pλ(ζ)∆
(N)
λ .
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18Transformada de Fourier

Se define Fi , para f ∈ L2
s

Fi(f ) = (Fi f ) (n) := ⟨f ,Pλ⟩∆̂(N)
i

y se define F−1
i , para f̂ ∈ ℓ2

(
Λ(N),∆(N)

)

F−1
i (̂f )

(
F−1

i f̂
)
(λ) =

〈
f̂ ,Pλ

〉
∆(N)

:=
∑

λ∈Λ(N)

f̂ (λ)Pλ(ζ)∆
(N)
λ .

Teorema 4.10

Para cada régimen de parámetros,

L(N) = FiE
(N)F−1

i

y se cumple que L(N) y E (N) son unitariamente equivalentes, vía Fi .
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19Espectro de L(N)

Teorema 4.12

Sea N ≥ 2,

0. Si q ∈ (−1, 1) y p ∈ (−1, 1), entonces

σ(L(N)) = σ(E (N)) = [−2N , 2N] .

1. Si p > 1 y q ∈ (−1, 1/p), entonces

σ(L(N)) = σ(E (N)) = [−2N , 2(N − 1) + p +
1

p
].

2. Si q < −1 y p ∈ (1/q, 1), entonces

σ(L(N)) = σ(E (N)) = [−2(N − 1) + q +
1

q
, 2N].

3. Si q < −1 y p > 1, entonces

σ(L(N)) = σ(E (N)) = [−2(N − 1) + q +
1

q
, 2(N − 1) + p +

1

p
].
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▶ El espectro del Laplaciano discreto L se describió, para a < 1 y b ∈ R, a través de la

familia bi-paramétrica, {Pn}n∈Z+
, de polinomios de Bernstein-Szegö.

▶ Se generalizaron todos los resultados a N variables, utilizando funciones de Schur

generalizadas asociadas a la familia {Pn}n∈Z+
.
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¡Muchas gracias!
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